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Sterowanie jest niezbędne w większości systemów technicznych, bio -
logicznych i społecznych. Dzisiaj, w dobie powszechnej infor ma ty zacji,
nastąpił intensywny rozwój badań nad teorią sterowania, układami
dynamicznymi oraz układami automatycznej regulacji.

W niniejszym podręczniku Autorzy przedstawili podstawy teorii ste ro wa -
nia układów liniowych i nieliniowych, ciągłych i dyskret nych, stan dar do -
wych i singularnych. Wykład poprowadzili w sposób bar dzo przystępny,
ilustrując omawiane zagadnienia licznymi przy kła dami. Wiele miejsca
poświęcili możliwościom zastosowania programu MatLab do rozwiązy wa -
nia praktycznych problemów z zakresu automatyki i ste ro wania. Na końcu
każdego rozdziału zamieścili zestaw zadań do samodzielnego rozwią za -
nia, które pomogą  Czy tel nikom sprawdzić stopień przyswojenia wiedzy.

Ten praktyczny podręcznik jest przeznaczony dla studentów kierunków
technicznych, takich jak elektrotechnika, elektronika i me chatronika,
automatyka, robotyka, mechanika oraz informatyka.

Wydawnictwo WNT
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PRZEDMOWA

Ksi¡»ka ta jest podr�znikiem podstaw teorii sterowania. Pisali±my j¡ z my±l¡o studentah studiów in»ynierskih i magisterskih kierunków tehniznyh,takih jak elektrotehnika, elektronika i mehatronika, automatyka i robotyka,mehanika, informatyka itp. Obejmuje ona podstawy teorii sterowania zarównoukªadów liniowyh, jak i nieliniowyh, i¡gªyh i dyskretnyh, standardowyhi singularnyh, optymalnyh i adaptayjnyh.Ksi¡»ka skªada si� z 4 rozdziaªów, 4 dodatków oraz wykazu literatury. Roz-dziaª 1 stanowi obszerne wprowadzenie w problematyk� ksi¡»ki. Rozdziaª 2po±wi�ili±my modelom matematyznym liniowyh ukªadów dynamiznyh i¡-gªyh i dyskretnyh. W rozdziale 3 przedstawili±my modele matematyzne nie-liniowyh ukªadów dynamiznyh. W rozdziale 4 opisali±my podstawowe wªa-sno±i ukªadów dynamiznyh, takie jak stabilno±¢, osi¡galno±¢, sterowalno±¢,obserwowalno±¢, zera i bieguny. W trzeh dodatkah podali±my podstawowewiadomo±i z rahunku maierzowego, równa« ró»nizkowyh i ró»niowyh,oblizania pohodnyh Liego i rahunku operatorowego opartego na przeksztaª-eniu Laplae'a i przeksztaªeniu Z . W drugim wydaniu, w nowym zwartymdodatku, przedstawili±my elementy logiki i metody dowodzenia twierdze«. Wy-kªadany materiaª zilustrowali±my liznymi przykªadami. Du»y naisk poªo»yli-±my na mo»liwo±¢ realizaji algorytmów na komputerze, zwªaszza w progra-mie MatLab. Przybli»ony podziaª materiaªu podr�znika na materiaª zgodnyz programem nauzania na studiah in»ynierskih i magisterskih przedstawi-li±my na rysunku 1.5.Chieliby±my skorzysta¢ z okazji i zªo»y¢ tu serdezne podzi�kowania Reen-zentom � Profesorom Jerzemu Klame i Wojiehowi Mitkowskiemu za wnikli-we uwagi i sugestie, które pomogªy nam usun¡¢ usterki oraz zwi�kszy¢ jasno±¢i preyzj� wykªadu.Warszawa, kwieie« 2006 Tadeusz KazorekAndrzej Dzieli«skiWªodzimierz D¡browskiRafaª �opatka
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Rozdział1
WPROWADZENIE

1.1. Pojęcia podstawowe i istota układu regulacji
automatycznejSterowaniem nazywamy elowe oddziaªywanie (wpªywanie) na przebieg proe-sów. Sterowanie dzielimy na sterowanie r�zne i automatyzne. Sterowaniemr�znym nazywamy sterowanie realizowane przez zªowieka, a sterowaniem au-tomatyznym � sterowanie realizowane za pomo¡ odpowiednih urz¡dze« ste-ruj¡yh. Przykªadem sterowania r�znego jest prowadzenie samohodu. Roz-ró»niamy sterowanie w ukªadzie otwartym i sterowanie w ukªadzie zamkni�tym,zyli w ukªadzie ze sprz�»eniem zwrotnym. Przykªadem sterowania w ukªadzieotwartym jest stabilizaja napi�ia, oparta na wykorzystaniu nieliniowej za-le»no±i napi�ia od pr¡du (du»ym zmianom pr¡du odpowiadaj¡ maªe zmianynapi�ia). Sterowanie w ukªadzie zamkni�tym nazywamy regulaj¡. Regulajajest wi� poj�iem w�»szym od sterowania. Regulaj¡ automatyzn¡ nazywa-my sterowanie w ukªadzie zamkni�tym realizowane samozynnie (bez udziaªuzªowieka) za pomo¡ odpowiednih urz¡dze« steruj¡yh. Urz¡dzenia te, wy-korzystuj¡ ró»nie mi�dzy odpowiednimi sygnaªami (wielko±iami) zadanymii mierzonymi, wytwarzaj¡ sygnaªy oddziaªywaj¡e elowo na przebieg proe-sów; zwane s¡ wielko±iami steruj¡ymi, krótko � sterowaniami.Za poj�ia pierwotne (któryh nie de�niujemy) przyjmujemy poj�ia ±rodo-wiska i ukªadu �zyznego. Ukªadem nazywa¢ b�dziemy umownie wyodr�bnionyze ±rodowiska ukªad �zyzny lub jego z�±¢.Wielko±i harakteryzuj¡e oddziaªywanie ±rodowiska na wyodr�bnionyukªad nazywa¢ b�dziemy wymuszeniami lub wielko±iami (sygnaªami) wej±io-wymi. Wymuszenia dzielimy na wielko±i steruj¡e (sterowania) i wielko±i za-kªóaj¡e (zakªóenia). Wielko±iami steruj¡ymi nazywamy wielko±i któredla osi¡gni�ia po»¡danyh zahowa« ukªadu s¡ zmieniane elowo, a wielko±ia-mi zakªóaj¡ymi � wielko±i podlegaj¡e zmianom przypadkowym (losowym).Wielko±i harakteryzuj¡e oddziaªywanie ukªadu na ±rodowisko nazywamy od-powiedziami lub wielko±iami (sygnaªami) wyj±iowymi ukªadu.
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2 1. WprowadzenieStanem ukªadu nazywa¢ b�dziemy najmniejszy lizebnie zbiór wielko±i, któ-rego znajomo±¢ w hwili poz¡tkowej t0 oraz znajomo±¢ wymusze« w przedziale
(y0, t] pozwala wyznazy¢ stan i odpowied¹ ukªadu w dowolnej hwili t > t0.Dla szerokiej klasy ukªadów dynamiznyh znajomo±¢ stanu ukªadu w hwi-li poz¡tkowej t0 oraz wymuszenia u(t), t  t0 pozwala wyznazy¢ stan orazodpowied¹ tego ukªadu dla t > t0. Ukªad regulaji automatyznej powinienzapewni¢ po»¡dany przebieg wybranyh wielko±i harakteryzuj¡yh proes,mimo dziaªaj¡yh zakªóe« i niedokªadnej znajomo±i parametrów tego pro-esu. Osi¡ga si� to przez zastosowanie sprz�»enia zwrotnego.
DEFINICJA 1Ukªadem regulaji automatyznej nazywamy ukªad ze sprz�»eniem zwrot-nym, który samozynnie (bez udziaªu zªowieka) zapewnia po»¡dany prze-bieg wybranyh wielko±i harakteryzuj¡yh proes, zwanyh wielko±iamiregulowanymi.W ukªadzie regulaji automatyznej wyró»ni¢ mo»na obiekt regulaji i regu-lator (urz¡dzenie steruj¡e). Obiektem regulaji (krótko � obiektem) nazywamyproes tehnologizny lub urz¡dzenie, w którym zahodzi proes podlegaj¡yregulaji. Obiektem regulaji mo»e by¢ na przykªad: samolot, proes hemiz-ny, maszyna elektryzna, obrabiarka, robot. Regulatorem nazywa¢ b�dziemyurz¡dzenie, które wykorzystuj¡ ró»nie mi�dzy odpowiednimi wielko±iami za-danymi i mierzonymi, tak oddziaªuje � za pomo¡ wielko±i steruj¡yh � naobiekt, aby wielko±i regulowane miaªy po»¡dany przebieg. Shemat blokowyukªadu regulaji automatyznej jednej wielko±i regulowanej y(t) przedstawio-no na rys. 1.1. Rys. 1.1. Shemat bloko-wy ukªadu regulaji auto-matyznejW shemaie tym obiekt jest reprezentowany przez zªon o transmitanji ope-ratorowej T0(s), a regulator � przez zªon o transmitanji operatorowej Tr(s).Porównanie wielko±i regulowanej y(t) z jej warto±i¡ zadan¡ y0(t) (wielko±i¡zadaj¡¡ lub wielko±i¡ odniesienia) dokonuje si� w w�¹le sumayjnym. Ró»-ni� e(t) = y0(t)− y(t) nazywamy uhybem regulaji. Ukªad regulaji automa-tyznej prauje dobrze (idealnie), je»eli mimo dziaªaj¡yh na obiekt zakªóe«

z1(t), . . . , zr(t) uhyb regulaji e(t) jest mo»liwie maªy (teoretyznie równy
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1.1. Pojęcia podstawowe i istota układu regulacji automatycznej 3zeru). Podstawowym elem ukªadu regulaji automatyznej jest wi� samo-zynne zerowanie uhybu regulaji, wywoªanego zmian¡ y0(t) lub dziaªaj¡yhna obiekt zakªóe« z1(t), . . . , zr(t). Zadaniem regulatora jest wytworzeniena podstawie uhybu regulaji e(t) takiego sygnaªu steruj¡ego (sterowania)
u(t), aby uhyb ten teoretyznie zmalaª do zera. Na rysunku 1.2 przedsta-

Rys. 1.2. Ukªad regulaji tem-peratury
wiono shemat ideowy prostego ukªadu regulaji automatyznej temperatury
t wewn¡trz pojemnika. Zadaniem ukªadu regulaji jest utrzymanie wewn¡trzpojemnika staªej temperatury o warto±i t0 wy»szej ni» temperatura otoze-nia tz. W ukªadzie tym rol� elementu pomiarowego i porównuj¡ego odgrywatermometr stykowy, który ma wbudowane dwie elektrody. Górna elektroda,ruhoma, pozwala nastawi¢ zadan¡ warto±¢ temperatury t0. Ukªad ten dziaªaw nast�puj¡y sposób. Gdy temperatura wewn¡trz pojemnika przekrozy war-to±¢ zadan¡ t0, wówzas zostaje otwarty obwód przeka¹nika P i przeka¹nik tenwyª¡za grzejnik. Je±li natomiast temperatura wewn¡trz pojemnika obni»y si�do warto±i mniejszej ni» zadana t0, to wówzas zostanie otwarty obwód prze-ka¹nika P i przeka¹nik ponownie wª¡za grzejnik. W tym przypadku obiektemregulaji jest pojemnik wraz z grzejnikiem, a regulatorem � termometr stykowyi przeka¹nik P . Wielko±i¡ regulowan¡ jest temperatura t wewn¡trz pojemnika,sterowaniem � napi�ie zasilaj¡e grzejnik U , a zakªóeniem � zmieniaj¡a si�temperatura otozenia tz.Na rysunku 1.3 przedstawiono shemat ideowy prostego ukªadu regulajiautomatyznej poziomu iezy w zbiorniku. Zadaniem tego ukªadu jest utrzy-manie staªego poziomu h0 iezy w zbiorniku przy zmieniaj¡ej si� w sposóbprzypadkowy warto±i q2 strumienia iezy wypªywaj¡ej ze zbiornika. Ukªadten dziaªa nast�puj¡o.Je»eli z jakiegokolwiek powodu poziom iezy h si� obni»y, to pªywak P ,opadaj¡ w dóª, za pomo¡ d¹wigni i zaworu Z zwi�ksza warto±¢ q1 strumieniaiezy dopªywaj¡ej do zbiornika, o powoduje stopniowe podwy»szenie pozio-mu iezy h. W tym przypadku obiektem regulaji jest zbiornik, a regulatorem
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4 1. Wprowadzenie

Rys. 1.3. Shemat ukªadu regulaji po-ziomu iezy
� zespóª: pªywak P , d¹wignia i zawór Z. Wielko±i¡ regulowan¡ jest poziomiezy h w zbiorniku, sterowaniem � warto±¢ q1 strumienia iezy dopªywaj¡-ej do zbiornika, a zakªóeniem � zmieniaj¡a si� warto±¢ q2 strumienia iezywypªywaj¡ej ze zbiornika.
1.2. Klasyfikacja układów regulacji automatycznejUkªady regulaji automatyznej mo»na klasy�kowa¢ wedªug ró»nyh kryteriów,takih jak: liniowo±¢, lizba wej±¢ i wyj±¢, harakter sygnaªów, zadania ukªa-du, zdolno±¢ samozynnego dopasowywania parametrów i harakterystyk dozmieniaj¡yh si� wªa±iwo±i obiektów i zakªóe« itp.Ze wzgl�du na eh� (wªasno±¢) liniowo±i ukªady regulaji automatyznejdzielimy na:� liniowe,� nieliniowe.Ukªad regulaji automatyznej b�dziemy nazywa¢ liniowym, je»eli speªniaon nast�puj¡¡ zasad� superpozyji.
DEFINICJA 2Ukªad speªnia zasad� superpozyji, je»eli odpowied¹ na wymuszenie
u =

m∑

i=1

aiui (ai � lizby rzezywiste) (1.1)b�d¡e kombinaj¡ liniow¡ wymusze« u1, u2, . . . , um, równa si� kombi-naji liniowej
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1.2. Klasyfikacja układów regulacji automatycznej 5

y =
m∑

i=1

aiyi (1.2)odpowiedzi y1, y2, . . . , ym, przy zym yi jest odpowiedzi¡ tego ukªadu nawymuszenie ui.Ukªady liniowe s¡ opisane liniowymi równaniami algebraiznymi, ró»niz-kowymi (zwyzajnymi lub z¡stkowymi), ró»niowymi, aªkowymi � ogólnieoperatorami liniowymi. �atwo wykaza¢, »e warunkiem konieznym, ale niedo-stateznym, liniowo±i ukªadu jest liniowo±¢ jego harakterystyk statyznyh.Ukªad o harakterystye statyznej y = au+b, dla b 6= 0 nie speªnia zasady su-perpozyji. Ukªad regulaji automatyznej, który nie speªnia zasady superpozy-ji, nazywa¢ b�dziemy nieliniowym. Ukªady nieliniowe s¡ opisane nieliniowymirównaniami algebraiznymi, ró»nizkowymi (zwyzajnymi lub z¡stkowymi),ró»niowymi, aªkowymi � ogólnie operatorami nieliniowymi.Ze wzgl�du na lizb� wej±¢ i wyj±¢ (wielko±i regulowanyh) ukªady regulajiautomatyznej dzielimy na:� ukªady o jednym wej±iu i jednym wyj±iu,� ukªady o wielu wej±iah i wielu wyj±iah.Przykªadem ukªadu o jednym wej±iu i jednym wyj±iu (jednej wielko±iregulowanej) jest ukªad regulaji automatyznej poziomu iezy w zbiorniku,którego shemat ideowy pokazano na rys. 1.3.Ze wzgl�du na lizb� zmiennyh niezale»nyh operatorów opisuj¡yh ukªadyte dzielimy na:� ukªady jednowymiarowe,� ukªady wielowymiarowe.Ukªady jednowymiarowe s¡ opisywane operatorami jednej zmiennej nieza-le»nej, któr¡ zwykle jest zas i¡gªy (ukªady i¡gªe) lub dyskretny (ukªadydyskretne). Ukªady wielowymiarowe s¡ opisywane operatorami zale»nymi odprzynajmniej dwóh zmiennyh niezale»nyh. Przykªadem ukªadu dwuwymia-rowego jest linia dªuga, w której napi�ie u(x, t) i nat�»enie pr¡du i(x, t) s¡zale»ne od zasu t i od odlegªo±i x od poz¡tku linii.Ze wzgl�du na harakter sygnaªów ukªady regulaji automatyznej dzieli-my na:� ukªady i¡gªe,� ukªady dyskretne,� ukªady hybrydowe (i¡gªo-dyskretne).Ukªadami i¡gªymi nazywamy ukªady, w któryh sygnaªy maj¡ harakteri¡gªy. Dynamizne ukªady i¡gªe s¡ zwykle opisane równaniami ró»nizkowy-mi zwyzajnymi lub z¡stkowymi. Ukªadami dyskretnymi nazywamy ukªady,
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6 1. Wprowadzeniew któryh sygnaªy maj¡ harakter dyskretny. Dynamizne ukªady dyskretnes¡ zwykle opisane równaniami ró»niowymi. W ukªadah hybrydowyh z�±¢sygnaªów ma harakter i¡gªy, a z�±¢ dyskretny. Na przykªad pomiar pewnyhwielko±i mo»e by¢ dyskretny, komputer steruj¡y mo»e oddziaªywa¢ na proestylko w dyskretnyh hwilah itp.Ze wzgl�du na zadanie, jakie maj¡ speªnia¢, ukªady regulaji automatyznejdzielimy na:� ukªady regulaji staªowarto±iowej (stabilizaji automatyznej),� ukªady regulaji programowej,� ukªady regulaji nad¡»nej (ukªady nad¡»ne lub ±ledz¡e),� ukªady regulaji ekstremalnej.Ukªadami regulaji staªowarto±iowej nazywamy ukªady, któryh wielko±¢zadaj¡a y0(t) ma staª¡ warto±¢. Przykªadem ukªadu regulaji staªowarto±io-wej jest ukªad regulaji automatyznej poziomu iezy w zbiorniku (rys. 1.3)oraz temperatury w pojemniku (rys. 1.2). Ukªadami regulaji programowejnazywamy ukªady, któryh wielko±¢ zadaj¡a y0(t) jest znan¡ z góry funkj¡zasu (y0(t) zmienia si� wedªug znanego z góry programu). Przykªadem ukªa-du regulaji programowej jest automatyzna obrabiarka wykonuj¡a elemento zadanym ksztaªie (pro�lu). Ukªadami regulaji nad¡»nej nazywamy ukªady,któryh wielko±¢ zadaj¡a y0(t) nie jest znan¡ z góry funkj¡ zasu, ale zale»yod zjawisk wyst�puj¡yh na zewn¡trz ukªadu. W ukªadzie nad¡»nym wiel-ko±¢ regulowana y(t) nad¡»a za zmianami y0(t) (±ledzi zmiany y0(t)). Przykªa-dem ukªadu nad¡»nego jest radarowy ukªad artylerii przeiwlotnizej, ±ledz¡yruh samolotu. Ukªadami regulaji ekstremalnej nazywamy ukªady, w któryhwielko±i regulowane przybieraj¡ warto±i ekstremalne. Regulaj� ekstremaln¡stosuje si� do obiektów o harakterystykah statyznyh ekstremalnyh, tzn.b�d¡yh krzywymi maj¡ymi maksima i minima. Przykªadem harakterysty-ki ekstremalnej jest wykres temperatury t w komorze spalania w zale»no±iod warto±i strumienia powietrza qp, przy ustalonej warto±i strumienia gazupalnego qg i ustalonej warto±i opaªowej tego gazu. Dla ró»nyh warto±i stru-mienia gazu palnego qg i ró»nej warto±i opaªowej tego gazu otrzymamy ró»nekrzywe (rys. 1.4).
Rys. 1.4.Wykres temperatury w zale»no±i odwarto±i strumienia powietrza
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1.2. Klasyfikacja układów regulacji automatycznej 7Przy zbyt maªym dopªywie powietrza nie wyst�puje aªkowite spalanie gazui z�±¢ niespalonego gazu uhodzi wraz ze spalinami do komina. Je»eli na-tomiast dopªyw powietrza jest zbyt du»y, to nadmiar powietrza niebior¡egoudziaªu w spalaniu dziaªa jako zynnik hªodz¡y. Istnieje wi� warto±¢ strumie-nia powietrza qp, przy której temperatura w komorze spalania osi¡ga warto±¢najwi�ksz¡ t̂ (rys. 1.4) (przy ustalonej warto±i strumienia gazu qg i ustalonejwarto±i opaªowej gazu). W ukªadzie regulaji ekstremalnej proesu spalaniagazu regulator tak dobiera warto±¢ strumienia, aby przy danej warto±i strumie-nia gazu i danej warto±i opaªowej tego gazu temperatura w komorze spalaniabyªa najwy»sza.Ze wzgl�du na zdolno±¢ samozynnego dopasowania parametrów i harakte-rystyk do zmieniaj¡yh si� wªa±iwo±i obiektów i zakªóe« ukªady regulajiautomatyznej dzielimy na:� ukªady adaptayjne,� ukªady zwykªe (nieadaptayjne).Ukªadami adaptayjnymi nazywamy ukªady maj¡e zdolno±i samozynnegodopasowywania parametrów i harakterystyk do zmieniaj¡yh si� wªa±iwo±iobiektów i zakªóe«. Przykªadem ukªadu adaptayjnego jest ukªad regulajiautomatyznej kursu samolotu (tzw. autopilot), którego parametry samozyn-nie dopasowuj¡ si� do zmieniaj¡yh si� wªa±iwo±i samolotu na skutek zmianpr�dko±i lotu, g�sto±i atmosfery, oblodzenia samolotu itp.Przyjmuj¡ za kryterium jako±i (wska¹nik jako±i) ukªadów regulaji auto-matyznej funkj� Q, mo»emy ukªady te podzieli¢ na:� optymalne,� nieoptymalne.Ukªadami optymalnymi nazywamy ukªady zapewniaj¡e ekstremaln¡ (mak-symaln¡ lub minimaln¡) warto±¢ wska¹nika jako±i Q, a ukªadami nieoptymal-nymi � ukªady, które nie zapewniaj¡ ekstremalnej warto±i tego wska¹nika.Ze wzgl�du na sposób realizaji sterowania ukªady dzielimy na:� ukªady jednowarstwowe,� ukªady wielowarstwowe.W ukªadah wielowarstwowyh (zwanyh równie» ukªadami wielopoziomo-wymi lub hierarhiznymi) wyst�puj¡ przynajmniej dwie warstwy (poziomy).W typowym ukªadzie wielowarstwowym wyst�puje warstwa stabilizaji, war-stwa optymalizaji (lub adaptaji) i warstwa koordynaji. Regulator najni»-szej warstwy (poziomu) stabilizaji stabilizuje wielko±¢ regulowan¡ na zada-nym poziomie, który jest wyznazony przez regulator warstwy optymalizaji(adaptaji). Regulator (komputer steruj¡y) warstwy najwy»szej koordynujewspóªdziaªanie poszzególyh regulatorów lokalnyh.
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8 1. Wprowadzenie

1.3. Zarys treści książki i jak z niej korzystaćKsi¡»ka skªada si� z 4 rozdziaªów, 4 dodatków (A, B, C, D) i wykazu litera-tury. Rozdziaª 1 stanowi obszerne wprowadzenie w tematyk� ksi¡»ki. Obej-muje on poj�ia podstawowe, istot� ukªadu regulaji automatyznej, opis li-niowyh ukªadów dynamiznyh, metody linearyzaji ukªadów nieliniowyhoraz modele matematyzne ukªadów dynamiznyh elektryznyh, meha-niznyh, elektromehaniznyh, hemiznyh, biologiznyh i ekonomiznyh.Rozdziaª 2 jest po±wi�ony modelom matematyznym liniowyh ukªadów dy-namiznyh i¡gªyh i dyskretnyh w postai równa« ró»nizkowyh, równa«stanu oraz modeli AR, ARMA. Omówiono tu harakterystyki zasowe, trans-mitanje operatorowe i widmowe, harakterystyki z�stotliwo±iowe oraz pod-stawowe zªony dynamizne.Modele matematyzne nieliniowyh ukªadów dynamiznyh opisano w roz-dziale 3. W rozdziale 4 wprowadzono poj�ie pªaszzyzny fazowej, portretufazowego i ih zastosowania do analizy ukªadów nieliniowyh, osi¡galno±¢, ste-rowalno±¢ i obserwowalno±¢ ukªadów liniowyh i¡gªyh i dyskretnyh, zerai bieguny ukªadów liniowyh, posta¢ Smitha i MaMillana maierzy transmi-tanji operatorowyh oraz ró»ne postaie kanonizne maierzy ukªadów linio-wyh.W dodatku A podano podstawowe wiadomo±i z rahunku maierzowego,a w dodatku B zebrano podstawowe wiadomo±i dotyz¡e ró»nizkowania ma-ierzy, równa« ró»nizkowyh i ró»niowyh oraz oblizania pohodnyh Liego.Dodatek C zawiera podstawy rahunku operatorowego opartego na przeksztaª-eniu Laplae'a i przeksztaªeniu Z . W dodatku D omówiono elementy logikii metody dowodzenia twierdze«.Wykªadany materiaª jest ilustrowany liznymi przykªadami. Na ko«u roz-dziaªów znajduj¡ si� zadania do samodzielnego rozwi¡zywania wraz, w wi�kszo-±i przypadków, z odpowiedziami i wskazówkami. Ksi¡»ka obejmuje podstawo-we zagadnienia teorii sterowania zarówno ukªadów liniowyh, jak i nieliniowyh.Szzególn¡ uwag� zwróono na mo»liwo±¢ numeryznej realizaji algorytmówna komputerze, zwªaszza w programie MatLab.Ksi¡»ka zawiera podstawy teorii sterowania i jest przeznazona przede wszyst-kim dla studentów studiów in»ynierskih, magisterskih i z�±iowo doktoran-kih kierunków tehniznyh, takih jak elektrotehnika, elektronika i meha-tronika, automatyka i robotyka, mehanika, informatyka.Przybli»ony podziaª materiaªu zgodny z programem poszzególnyh rodza-jów studiów pokazano na rys. 1.5. Na rysunku tym s¡ wyodr�bnione dwie ±ie»kistudiowania odpowiadaj¡e studiom in»ynierskim i magisterskim. Sªuhaz stu-diów doktorankih powinien materiaª tej ksi¡»ki traktowa¢ jako wprowadzeniedo samodzielnyh studiów i przewodnik po literaturze przedmiotu.
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1.3. Zarys treści książki i jak z niej korzystać 9

Rys. 1.5. �ie»ki studiowaniaKa»dy student, niezale»nie od poziomu na jakim studiuje, powinien zwrói¢uwag� na nast�puj¡e elementy:� sformuªowanie zagadnienia,� warunki istnienia rozwi¡zania zagadnienia,� algorytmy (proedury) wyznazania rozwi¡zania.W sformuªowaniu zagadnienia szzególn¡ uwag� nale»y zwrói¢ na:� zaªo»enia upraszzaj¡e model proesu lub zagadnienia,� jakie wielko±i lub/oraz parametry s¡ dane (znane),� jakie wielko±i lub/oraz parametry s¡ poszukiwane (niewiadome).Przy formuªowaniu warunków istnienia rozwi¡zania zagadnienia szzególn¡uwag� nale»y zwrói¢ na:� zy podane warunki s¡ tylko dostatezne, zy tylko koniezne lub wresziekoniezne i dostatezne,� metody dowodu tyh warunków.
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10 1. WprowadzenieAlgorytmy (proedury) wyznazania rozwi¡zania zagadnienia jest wygodniepodawa¢ w postai kolejnyh kroków oraz nale»y zwrói¢ uwag� na mo»liwo±¢ih realizaji numeryznej na komputerze np. w programie MatLab. Przy po-równywaniu ró»nyh algorytmów istotna jest ih ogólno±¢, prostota i zªo»ono±¢oblizeniowa.
1.4. Opis liniowych układów dynamicznychWªasno±i liniowyh ukªadów dynamiznyh mo»na opisywa¢ w ró»ny, nie za-wsze równowa»ny, sposób. Do najz�±iej stosowanego opisu zalizamy opis zapomo¡ równa« ró»nizkowyh, wynikaj¡yh z odpowiednih praw �zyki. Ru-guj¡ z równa« tyh pewne zmienne, mo»emy otrzyma¢ równania ró»nizkoweodpowiedniego rz�du, na ogóª wy»szego ni» pierwszy, opisuj¡e zmiany w za-sie wybranej wielko±i. Mo»emy te», wybieraj¡ odpowiedni¡ lizb� zmiennyh,równania te zapisa¢ w postai ukªadu równa« ró»nizkowyh pierwszego rz�du.Poka»emy to na prostym przykªadzie obwodu elektryznego, którego shematpokazano na rys. 1.6. W obwodzie tym dane s¡ rezystanje R1, R2, indukyjno±¢
L ewki, pojemno±¢ C kondesatora oraz zmienne w zasie napi�ia ¹ródªowe
e1 i e2.

Rys. 1.6. Shemat obwodu elek-tryznego
Nieh interesuj¡ymi nas wielko±iami w tym obwodzie b�d¡ pr¡dy i1, i2oraz napi�ie uC na kondensatorze. Korzystaj¡ z praw Kirhho�a, mo»emydynamik� tego obwodu opisa¢ równaniami
e1 −R1ii − L

di1
dt
−R2i2 = 0

e2 + uC −R2i2 = 0

i1 − i2 − C
duC
dt
= 0

(1.3)Ruguj¡ z równa« (1.3) pr¡d i2 oraz napi�ie uC , otrzymamy równanie ró»-nizkowe opisuj¡e zmiany w zasie pr¡du i1
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1.4. Opis liniowych układów dynamicznych 11

d2i1
dt2
+

(
R1

L
+
1

R2C

)
di1
dt
+

(
1

LC
+

R1

R2LC

)

i1 =
e1

LC
− de1

Ldt
− de2
Ldt

(1.4)Aby wyznazy¢ z równania ró»nizkowego (1.4) przebieg pr¡du i1, musimyzna¢ warto±i napi�¢ ¹ródªowyh e1 i e2, parametry obwodu R1, R2, L i C orazwarunki poz¡tkowe w hwili t0
i1(t0) = i10,

di1
dt t= t0

= i11 (1.5)Ruguj¡ natomiast z równa« (1.3) pr¡d i1 oraz pr¡d i2, otrzymamy równanieró»nizkowe opisuj¡e zmiany w zasie napi�ia uC
d2uC
dt2
+
R1R2C + L

R2LC

duC
dt
+
R2 +R1
R2LC

uC =

=
e1

LC
− R1 +R2

R2LC
e2 −

1

R2C

de2
dt

(1.6)W elu wyznazenia z równania ró»nizkowego (1.6) przebiegu napi�ia uCmusimy zna¢ warto±i napi�¢ ¹ródªowyh e1 i e2, parametry obwodu R1, R2, Li C oraz warunki poz¡tkowe w hwili t0
uC(t0) = uC0,

duC
dt t= t0

= uC1 (1.7)Z kolei ruguj¡ z równa« (1.3) pr¡d i1 oraz napi�ie uC , otrzymamy równanieró»nizkowe opisuj¡e zmiany w zasie pr¡du i2
d2i2
dt2
+

(
R1

L
+
1

R2C

)
di2
dt
+

(
1

LC
+

R1

R2LC

)

i2 =

=
e1

R2LC
− R1de2
R2Ldt

− d
2e2

R2dt2

(1.8)Do wyznazenia z równania ró»nizkowego (1.8) przebiegu pr¡du i2 musimyzna¢ równie» warto±i napi�¢ ¹ródªowyh e1 i e2, parametry obwodu R1, R2, Li C oraz warunki poz¡tkowe w hwili t0
i2(t0) = i20,

di2
dt t= t0

= i21 (1.9)Zauwa»my, »e równanie harakterystyzne równa« ró»nizkowyh (1.4), (1.6)i (1.8) ma tak¡ sam¡ posta¢
s2 +

R1R2C + L

R2LC
s +

R2 +R1
R2LC

= 0 (1.10)Zale»y ono od struktury i parametrów R1, R2, L i C obwodu, a nie zale»yod wielko±i, któr¡ wyznazamy.
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12 1. WprowadzenieUwaga 1. Zauwa»my, »e znaj¡ warto±i napi�¢ ¹ródªowyh e1, e2, para-metry R1, R2, L i C, hwilowe napi�ie uC oraz pr¡d i1, mo»emy wyznazy¢dowolne napi�ie i pr¡d w tym obwodzie.Na przykªad z drugiego z równa« (1.3) mamy i2 =
1
R2
(e2 + uC). A wi�znaj¡ R2, uC i e2, mo»emy wyznazy¢ i2. Podobnie, znaj¡ pr¡d i1, mo»e-my wyznazy¢ napi�ie na rezystorze R1 równe R1i1 oraz napi�ie na ewe

uL = L
di1
dt .Przyjmuj¡ za zmienne stanu napi�ie uC oraz pr¡d i1, po wyrugowaniupr¡du i2 z równa« (1.3), otrzymamy ukªad równa« ró»nizkowyh pierwszegorz�du postai

d

dt

[

uC

i1

]

=








− 1
R2C

1

C

− 1
L

−R1
L








[

uC

i1

]

+








0 − 1
R2C

1

L
− 1
L








[

e1

e2

] (1.11)Nieh poszukiwan¡ wielko±i¡ w tym obwodzie b�dzie pr¡d i2, okre±lony rów-naniem
i2 =

[
1

R2
0

] [

uC

i1

]

+

[

0
1

R2

] [

e1

e2

] (1.12)Napi�ie uC oraz pr¡d i1, któryh znajomo±¢ warto±i w dowolnej wybranejhwili t0, uC(t0), i1(t0) oraz napi�¢ ¹ródªowyh e1 i e2 i parametrów obwodu
R1, R2, L, C wystarzy do wyznazenia dowolnyh napi�¢ i pr¡dów w dowolnejhwili t > t0, nazywamy zmiennymi stanu tego obwodu i oznazamy przez x1i x2. Korzystaj¡ z tyh zmiennyh stanu, równania (1.11), (1.12) mo»emynapisa¢ w postai
ẋ = Ax+Bu (1.13)
y = Cx+Du (1.14)przy zym
ẋ =
dx

dt
, x =

[

x1

x2

]

=

[

uC

i1

]

, A =

[

a11 a12

a21 a22

]

=







− 1
R2C

1

C

− 1
L

−R1
L







B =

[

b11 b12

b21 b22

]

=








0 − 1
R2C

1

L
− 1
L







, u =

[

u1

u2

]

=

[

e1

e2

]
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1.4. Opis liniowych układów dynamicznych 13

C =
[
c1 c2

]
=

[
1

R2
0

]

, D =
[
d1 d2

]
=

[

0
1

R2

]a warunek poz¡tkowy ma posta¢
x0 = x(t0) =

[

uC(t0)

i1(t0)

] (1.15)Równanie (1.13) nazywamy równaniem stanu, a równanie (1.14) równaniemwyj±ia. Znaj¡ wymuszenie u dla t > t0 oraz warunek poz¡tkowy (1.15),mo»emy wyznazy¢ rozwi¡zanie równania ró»nizkowego (1.13) ze wzoru
x(t) = eA(t−t0)x0 +

∫ t

t0

eA(t−τ)Bu(τ)dτ (1.16)a nast�pnie, podstawiaj¡ (1.16) do równania (1.14), wyznazy¢ poszukiwan¡wielko±¢
y(t) = CeA(t−t0)x0 +

∫ t

0
CeA(t−τ)Bu(τ)dτ +Du(t) (1.17)Pierwsza skªadowa

ys(t) = Ce
A(t−t0)x0 (1.18)okre±la skªadow¡ swobodn¡, wywoªan¡ niezerowymi warunkami poz¡tkowymi,a druga skªadowa

yw(t) =

∫ t

0
CeA(t−τ)Bu(τ)dτ +Du(t) (1.19)skªadow¡ wymuszon¡ wywoªan¡ zewn�trznym wymuszeniem u. Równanie ha-rakterystyzne maierzy A rozpatrywanego obwodu ma posta¢

det [Is−A] =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

s +
1

R2C
− 1
C

1

L
s +

R1

L

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= s2 +
R1R2C + L

R2LC
s +

R1 +R2
R2LC

= 0i pokrywa si� z równaniem harakterystyznym (1.10) równa« ró»nizkowyh(1.4), (1.6) i (1.8).Korzystaj¡ z analogii istniej¡yh mi�dzy obwodami elektryznymi a ukªa-dami mehaniznymi, hydrauliznymi, pneumatyznymi, biologiznymi, ekono-miznymi itp., mo»emy dynamik� tyh ukªadów opisa¢ odpowiednimi równania-mi ró»nizkowymi na podstawie odpowiednih praw rz¡dz¡yh tymi ukªadamioraz dokona¢ redukji niektóryh zmiennyh z tyh równa«. Wybieraj¡ od-powiednie zmienne za zmienne stanu, mo»emy dynamik� tyh ukªadów opisa¢równaniami stanu postai (1.13), (1.14). Przehodz¡ do przypadku ogólne-go, wprowadzamy nast�puj¡e wa»ne poj�ia stanu: wektora stanu i zmiennyhstanu.
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14 1. Wprowadzenie

DEFINICJA 3Stanem ukªadu (proesu) nazywamy zbiór liniowo niezale»nyh wielko±i
x1, x2, . . . , xn okre±laj¡yh w peªni skutki przeszªyh oddziaªywa« (t < t0)na ukªad, który jest wystarzaj¡y do wyznazenia przebiegów hwilowyhdowolnyh wielko±i w tym ukªadzie dla t > t0, gdy znane s¡ wymuszeniai parametry tego obwodu. Wielko±i x1, x2, . . . , xn nazywamy zmiennymistanu, a wektor x = [x1, x2, . . . , xn]T wektorem stanu tego ukªadu.Za zmienne stanu mo»na wybra¢ ró»ne wielko±i w ukªadzie. W liniowyhobwodah elektryznyh najz�±iej za zmienne stanu przyjmuje si� napi�-ia na kondensatorah i pr¡dy w ewkah. Mo»na za zmienne stanu wybra¢ te»ªadunki (q = CuC) kondensatorów i strumienie magnetyzne (Ψ = Li)ewek.Wªasno±i dynamizne ukªadów liniowyh o staªyh parametrah mo»na rów-nie» opisa¢ za pomo¡ transmitanji operatorowyh, harakterystyk z�stotli-wo±iowyh i harakterystyk zasowyh. Nale»y podkre±li¢, »e nie wszystkie teopisy s¡ w peªni równowa»ne. Peªn¡ informaj� o wªasno±iah dynamiznyhukªadu daje ukªad równa« ró»nizkowyh napisanyh na podstawie praw rz¡-dz¡yh tym ukªadem oraz opis za pomo¡ równa« stanu (1.13), (1.14). Cz�stow proesie eliminaji pewnyh zmiennyh z ukªadu równa« ró»nizkowyh tra-imy istotne informaje o wªasno±iah dynamiznyh ukªadu (patrz p. 4.2.11Dekompozyja Kalmana ukªadów liniowyh).
1.5. Układy statyczne oraz dynamiczne stacjonarne
i niestacjonarneUkªady (modele) mo»na de�niowa¢ ró»nie. Ni»ej s¡ przedstawione dwie najz�-±iej spotykane de�nije. Pierwsza z nih o harakterze ogólnym, podana przezJ. Willemsa [198℄ nie wymaga poj�¢ wej±ia i wyj±ia i jest oparta na poj�iuzahowania (trajektorii), st¡d jej nazwa � behawiorystyzna.
1.5.1. Behawiorystyczna definicja układuNieh R b�dzie zbiorem (iaªem) lizb rzezywistyh, a R

p×q zbiorem maierzyo wymiarah p×q i elementah ze zbioru R. Oznazmy liter¡ Z zbiór lizb aªko-wityh, a liter¡ Z+ � zbiór lizb aªkowityh nieujemnyh, Z+ := {0, 1, 2, . . .}.
DEFINICJA 4Ukªadem S nazywamy nast�puj¡¡ trójk�:
S := {T,W , B}
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1.5. Układy statyczne oraz dynamiczne stacjonarne i niestacjonarne 15gdzie T jest zbiorem hwil zasowyh, W jest zbiorem (przestrzeni¡) war-to±i sygnaªów, za pomo¡ któryh otozenie oddziaªuje na ukªad i ukªadoddziaªuje na otozenie, B jest zbiorem trajektorii w := T 7→W speªnia-j¡yh prawa rz¡dz¡e tym ukªadem i okre±laj¡e zahowanie tego ukªadu.Zbiór T jest zwykle podzbiorem (przedziaªem) lizb rzezywistyh R lublizb aªkowityh Z, np. T = Z+. Ukªad nazywamy i¡gªym, je»eli T = R, orazodpowiednio dyskretnym, je»eli T = Z. Prostym przykªadem i¡gªego ukªadudynamiznego jest dwójnik RLC, pokazany na rys. 1.7.
Rys. 1.7. Shemat obwodu elektryz-nego

W tym przypadku T ⊂ R, W jest zbiorem warto±i, jakie przybieraj¡ napi�-ia na poszzególnyh elementah R, L, C i nat�»enie pr¡du w tym dwójniku,a B jest zbiorem przebiegów zasowyh tylko tyh napi�¢ uR, uL, uC na ele-mentah R, L, C oraz nat�»enia pr¡du i, które speªniaj¡ równania
e = Ri+ L

di

dt
+ uC , uR = Ri, (1.20)

uL = L
di

dt
, uC =

1

C

∫ t

−∞
i(τ)dτSzerok¡ klas� liniowyh ukªadów dynamiznyh mo»na opisa¢ równaniem

R(ρ)w = 0 (1.21)gdzie
R(ρ) : = Rnρ

n +Rn−1ρ
n−1 + . . .+R1ρ+R0,

Ri ∈ R
p×q, i = 0, 1, . . . , n

ρ jest operatorem ró»nizkowania ρ = s, sf = dfdt , dla ukªadów i¡gªyh, orazoperatorem ró»niowania ρ = z, zf(i) = f(i + 1), dla ukªadów dyskretnyh,
W = R

q (zbiór q-wymiarowyh wektorów o skªadowyh ze zbioru R), a zbiór
B jest okre±lony nast�puj¡o:
B := {w : T 7→ R

q speªniaj¡yh równanie 1.21 dla ka»dego t ∈ T}
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16 1. Wprowadzenie

DEFINICJA 5Model okre±lony równaniem (1.21) nazywamy modelem typu AR (autore-gresyjnym) ukªadu dynamiznego.Wa»n¡ klas� modeli ukªadów dynamiznyh tworz¡ modele wej±iowo-wyj-±iowe, w któryh wyró»niono zbiór sygnaªów wej±iowyh U ⊂ R
m i zbiórsygnaªów wyj±iowyh Y ⊂ R

p. Wielko±i u1, u2, . . . , um, okre±laj¡e oddzia-ªywanie otozenia na ukªad, nazywa¢ b�dziemy wymuszeniami lub sygnaªamiwej±iowymi, a miejsa ih oddziaªywania � wej±iami ukªadu.Wielko±i y1, y2, . . . , yp, okre±laj¡e oddziaªywanie ukªadu na otozenie,nazywa¢ b�dziemy odpowiedziami lub sygnaªami wyj±iowymi, a miejsa ihoddziaªywania � wyj±iami ukªadu (rys. 1.8). T� klas� liniowyh ukªadów dy-namiznyh mo»na opisa¢ równaniem
P (ρ)y = Q(ρ)u (1.22)gdzie
P (ρ) := P n1ρ

n1 + P n1−1ρ
n1−1 + . . .+ P 1ρ+ P 0,

P i ∈ R
k×p, i = 0, 1, . . . , n1

Q(ρ) := Qn2ρ
n2 +Qn2−1ρ

n2−1 + . . . +Q1ρ+Q0,

Qi ∈ R
k×m, i = 0, 1, . . . , n2

u :=









u1

u2...
um









∈ U ⊂ R
m, y :=









y1

y2...
yp









∈ Y ⊂ R
pa ρ jest okre±lone w ten sam sposób jak w równaniu (1.21).

Rys. 1.8. Shemat blokowy ukªadu dy-namiznego
DEFINICJA 6Model okre±lony równaniem (1.22) nazywamy modelem typu ARMA (ang.AutoRegressive Moving Average).
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1.5. Układy statyczne oraz dynamiczne stacjonarne i niestacjonarne 17Na przykªad równania w postai operatorowej dwójnika RLC z rysunku 1.7mo»na napisa¢ nast�puj¡o









0 0 1 R+ sL

1 0 0 −R
0 1 0 −sL

0 0 1 − 1
sC

















UR

UL

UC

I







=








1

0

0

0







E (1.23)gdzie UR, UL, UC , I i E s¡ transformatami Laplae'a odpowiednio uR, uL, uC ,

u oraz e. W równaniu (1.23) nie s¡ uwzgl�dnione warunki poz¡tkowe dwójnika.Uwaga 2. Zauwa»my, »e równanie (1.22) stanowi przypadek szzególny rów-nania (1.21) dla
w :=

[

y

u

] oraz R(ρ) := w := [P (ρ) −Q(ρ) ]
1.5.2. Relacyjna definicja układuUkªad mo»na zde�niowa¢, podaj¡ na przykªad zale»no±i mi�dzy elementamiwyró»nionyh zbiorów, które harakteryzuj¡ obserwowane wªasno±i (ehy)badanego proesu (zjawiska).
DEFINICJA 7Ukªadem nazywamy nast�puj¡¡ trójk� (U , Y , F ), gdzie U jest zbio-rem wej±¢, Y jest zbiorem wyj±¢, a F jest zbiorem odwzorowa« (operaji,funkji, transformaji) okre±lonyh na zbiorze U i przyjmuj¡yh warto±iw zbiorze Y (y = f(u), u ∈ U , y ∈ Y , f ∈ F ).Zbiór wej±¢ U obejmuje w przypadku ogólnym zbiór sterowa«, zbiór zakªó-e« i zbiór warunków poz¡tkowyh. Ukªad nazywamy liniowym, je»eli U i Ys¡ przestrzeniami liniowymi, a F jest zbiorem operaji liniowyh. W wypadkuprzeiwnym ukªad nazywamy nieliniowym. Ukªad taki nie speªnia zasady su-perpozyji (de�nija 2). Nieh U = (u : T 7→W u) b�dzie przestrzeni¡ funkjiokre±lonyh na zbiorze T o warto±iah w zbiorze W u, gdzie T jest zbiorem(liniowo uporz¡dkowanym) hwil, a W u jest zbiorem warto±i sterowa«. Ana-logiznie, nieh Y = (y : T 7→W y) b�dzie przestrzeni¡ funkji okre±lonyh nazbiorze T o warto±iah w zbiorze W y, gdzie W y jest zbiorem warto±i wyj±¢(odpowiedzi). Je»eli T jest póªprost¡ lub odinkiem osi lizb rzezywistyh, toukªad taki nazywamy ukªadem i¡gªym (dokªadniej i¡gªym w zasie), a je»eli

T jest zbiorem lizb aªkowityh lub lizb aªkowityh nieujemnyh, to ukªadnazywamy ukªadem dyskretnym (dokªadniej dyskretnym w zasie). Ukªad na-zywamy statyznym wtedy i tylko wtedy, gdy dla ka»dego ū ∈ W u zahodzi
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18 1. Wprowadzenie

ȳ = f (ū) ∈ W y. W ukªadzie statyznym warto±¢ odpowiedzi ȳ w hwili tzale»y wyª¡znie od warto±i wymuszenia ū w tej samej hwili, nie zale»y na-tomiast od wymusze« w innyh hwilah oraz warunków poz¡tkowyh ukªadu.Przykªadem ukªadu statyznego jest zwórnik zªo»ony tylko z rezystanji nie-zale»nyh od zasu. Wyj±ie (odpowied¹) tego zwórnika w ka»dej hwili zale»ytylko od wej±ia (wymuszenia) w tej samej hwili.
DEFINICJA 8Ukªadem dynamiznym nazywamy nast�puj¡¡ trójk� (U , X , Y , f1, f2),przy zym U jest przestrzeni¡ sterowa«, U = (u : T 7→W u), T jest zbio-rem hwil, W u jest zbiorem warto±i sterowa«, X jest przestrzeni¡ sta-nów, Y = (y : T 7→W y) jest przestrzeni¡ odpowiedzi, W y jest zbioremwarto±i odpowiedzi, f1 :X×U×T×T 7→X jest funkj¡ przej±ia stanuw stan, a f2 :X ×W u × T 7→W y jest funkj¡ wyj±ia (odpowiedzi).Je»eli dany jest stan poz¡tkowy x(t0) = x0 (t0 ∈ T jest hwil¡ poz¡tkow¡)oraz hwilowe warto±i sterowania u(t) dla t  t0, to stan ukªadu x(t) jestokre±lony zale»no±i¡
ẋ(t) = f1 (x0, u(t), t0, t) , t  t0 (1.24)a odpowied¹ ukªadu y(t) odpowiednio zale»no±i¡
y(t) = f2 (x(t), u(t), t) , t  t0 (1.25)Równanie (1.24) okre±la stan ukªadu, a równanie (1.25) odpowied¹ (wyj±ie)ukªadu dynamiznego.Trajektori¡ ukªadu na odinku [t0, t1] nazywamy nast�puj¡y podzbiór ilo-zynu kartezja«skiego X ×T {(x(t), t) ∈X × T, t ∈ [t0, t1]}, a trajektori¡ fa-zow¡ ukªadu na odinku [t0, t1] nazywamy podzbiór {x(t) ∈X , t ∈ [t0, t1]}.Trajektoria fazowa jest wi� rzutem trajektorii ukªadu na przestrze« stanu X.Ukªad dynamizny nazywamy liniowym wtedy i tylko wtedy, gdy
f1 (ax1 + bx2, au1 + bu2, t1, t2) = af1 (x1, u1, t1, t2) + (1.26)

+ bf1 (x2, u2, t1, t2)dla a, b ∈ R, x1, x2 ∈X, u1, u2 ∈ U , t1, t2 ∈ T oraz
f2 (ax1 + bx2, aū1 + bū2, t) = af1 (x1, ū1, t) + bf1 (x2, ū2, t) (1.27)dla a, b ∈ R, x1, x2 ∈ X, ū1, ū2 ∈ U , t ∈ T . Ukªad dynamizny nazywamystajonarnym wtedy i tylko wtedy, gdy
f1 (x, u, t1 + τ, t2 + τ) = f1 (x, u, t1, t2) (1.28)dla x ∈X, u ∈ U , t1, t2, τ ∈ T
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1.6. Linearyzacja układów nieliniowych 19oraz
f2 (x, ū, t+ τ) = f2 (x, ū, t) dla x ∈X, ū ∈W u, t, τ ∈ T (1.29)W wypadku przeiwnym ukªad dynamizny nazywamy niestajonarnym.W ukªadzie niestajonarnym funkje f1 i f2 zale»¡ jawnie od zmiennej t (para-metry ukªadu zale»¡ od zasu). Przykªadem ukªadu dynamiznego stajonarne-go jest obwód przedstawiony na rys. 1.6. Je»eli rezystanja R (lub indukyjno±¢

L, pojemno±¢ C) zale»aªaby od zasu t, to obwód ten byªby przykªadem ukªadudynamiznego niestajonarnego.
1.6. Linearyzacja układów nieliniowychLinearyzaj¡ ukªadów nieliniowyh nazywamy zast¡pienie ukªadu nieliniowegojego liniowym przybli»eniem. Liniowe przybli»enie ukªadu nieliniowego powin-no mo»liwie dobrze odwzorowywa¢ wªasno±i statyzne i dynamizne ukªadunieliniowego. Ni»ej s¡ omówione nast�puj¡e trzy podstawowe metody lineary-zaji ukªadów nieliniowyh:� metoda rozwini�ia w szereg,� metoda linearyzaji optymalnej,� metoda nieliniowego sprz�»enia zwrotnego.
1.6.1. Metoda rozwinięcia w szeregMetoda ta polega na rozwini�iu prawyh stron równa« stanu ukªadu nielinio-wego w szereg Taylora i pomini�iu zªonów nieliniowyh tego rozwini�ia.We¹my pod uwag� ukªad nieliniowy opisany równaniami
ẋ = f(x, u, t), x(0) = x0 (1.30)
y = g(x, u, t) (1.31)gdzie x ∈ R

n, u ∈ R
m, y ∈ R

p s¡ odpowiednio wektorami stanu, wymuszeniai odpowiedzi, a
f(x, u, t) =









f1(x, u, t)

f2(x, u, t)...
fn(x, u, t)









, g(x, u, t) =









g1(x, u, t)

g2(x, u, t)...
gn(x, u, t)









(1.32)s¡ nieliniowymi funkjami wektorowymi ró»nizkowalnymi i¡gle wzgl�dem wek-torów x i u. Nieh (xu, uu, yu) b�dzie ustalonym (nominalnym) punktem prayukªadu (1.30), (1.31), tzn.
ẋn = f (xu, uu, t) , yn = g (xu, uu, t) (1.33)
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20 1. Wprowadzenielub punktem równowagi (f (xu, uu) = 0). Ponadto nieh
∆x = x− xu, ∆u = u− uu, ∆y = y − yu (1.34)b�d¡ odpowiednio maªymi odhyleniami wektorów stanu, wymuszenia i odpo-wiedzi od ih warto±i ustalonyh. Bior¡ pod uwag�, »e
∆ẋ = ẋ− ẋu = ẋ− f (xu,uu,t) (1.35)oraz rozwijaj¡ w szereg Taylora prawe strony równa« (1.30), (1.31) w maªymotozeniu punktu (xu, uu), otrzymamy
∆ẋ = ẋ− f (xu, uu, t) =

∂f

∂x x=xu
u=uu

∆x+
∂f

∂u x=xu
u=uu

∆u+Rf (x, u, t) =

= A(t)∆x+B(t)∆u+Rf (x, u, t) (1.36)
∆y = y − g (xu, uu, t) =

∂g

∂x x=xu
u=uu

∆x+
∂g

∂u x=xu
u=uu

∆u+Rg (x, u, t) =

= C(t)∆x+D(t)∆u+Rgf (x, u, t) (1.37)przy zym
A(t) =

∂f

∂x x=xu
u=uu

=










∂f1

∂x1
· · · ∂f1

∂xn
. . . . . . . . . . . . . .

∂fn

∂x1
· · · ∂fn

∂xn










x=xu
u=uu

(1.38)
B(t) =










∂f1

∂u1
· · · ∂f1

∂um
. . . . . . . . . . . . . .

∂fn

∂u1
· · · ∂fn

∂um










x=xu
u=uu

(1.39)
C(t) =

∂g

∂x x=xu
u=uu

=










∂g1

∂x1
· · · ∂g1

∂xn
. . . . . . . . . . . . . .

∂gp

∂x1
· · · ∂gp

∂xn










x=xu
u=uu

(1.40)
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1.6. Linearyzacja układów nieliniowych 21

D(t) =










∂g1

∂u1
· · · ∂g1

∂um
. . . . . . . . . . . . . .

∂gp

∂u1
· · · ∂gp

∂um










x=xu
u=uu

(1.41)s¡ maierzami w przypadku ogólnym o elementah zale»nyh od zasu t,a Rf (x, u, t) i Rg (x, u, t) s¡ nieliniowymi zªonami rozwini�¢ speªniaj¡ymiwarunki
lim

‖∆x‖→0

‖Rf (x, u, t)‖
‖∆x‖ = 0, lim

‖∆u‖→0

‖Rf (x, u, t)‖
‖∆u‖ = 0 (1.42)

lim
‖∆x‖→0

‖Rg (x, u, t)‖
‖∆x‖ = 0, lim

‖∆u‖→0

‖Rg (x, u, t)‖
‖∆u‖ = 0 (1.43)W przypadku stajonarnego ukªadu nieliniowego, gdy funkje f i g nie zale»¡jawnie od zasu t, maierze (1.38)÷(1.41) s¡ staªe, niezale»ne od zasu, tzn.

A(t) = A, B(t) = B, C(t) = C, D(t) =D.Ukªad liniowy
∆ẋ = A(t)∆x+B(t)∆u (1.44)
∆y = C(t)∆x+D(t)∆u (1.45)otrzymany z (1.36), (1.37) przez pomini�ie zªonów nieliniowyh Rf (x, u, t)i Rg (x, u, t) nazywamy liniowym przybli»eniem ukªadu nieliniowego (1.30),(1.31). Równania (1.44), (1.45) piszemy zwykle w postai
ẋ = Ax+Bu (1.46)
y = Cx+Du (1.47)przyjmuj¡, »e x, u, y oznazaj¡ maªe odhylenia wektorów od ih warto±iustalonyh (nominalnyh).
PRZYKŁAD 1Dla ukªadu nieliniowego
ẋ1 = −2x1 − 1 + ex2 + u (1.48)
ẋ2 = −3x2 + x1x2 + x32 + u2 (1.49)
y = x2 + 2u (1.50)wyznazymy liniowe przybli»enie dla nast�puj¡yh dwóh przypadków:a) dla punktu
xu =

[
0

0

]

, uu = 0
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22 1. Wprowadzenieb) stanu ustalonego ukªadu zlinearyzowanego dla uu = 1.W tym przykªadzie
f(x,u) =

[
f1(x, u)

f2(x, u)

]

=

[ −2x1 − 1 + ex2 + u
−3x2 + x1x2 + x32 + u2

]

, g(x, u) = x2 + 2uPrzypadek a. Korzystaj¡ z zale»no±i (1.38)÷(1.41) i (1.48)÷(1.50), otrzymamy
A =







∂f1

∂x1

∂f1

∂x2

∂f2

∂x1

∂f2

∂x2







x=0
u=0

=

[
−2 1
0 −3

]

, B =







∂f1

∂u

∂f2

∂u







x=0
u=0

=

[
1
0

]

C =

[
∂g

∂x1

∂g

∂x2

]

x=0
u=0

=
[
0 1

]
, D =

[
∂g

∂u

]

x=0
u=0

= 2Poszukiwane przybli»enie liniowe ukªadu nieliniowego (1.48)÷(1.50) ma wi� posta¢
[
ẋ1

ẋ2

]

=

[−2 1
0 −3

] [
x1

x2

]

+

[
1

0

]

u (1.51)
y =

[
0 1

]
[
x1

x2

]

+ 2u (1.52)Przypadek b. Maierz
A =

[−2 1
0 −3

]ma warto±i wªasne s1 = −2, s2 = −3. Liniowe przybli»enie (1.51), (1.52) jest wi�stabilne asymptotyznie. Wektor stanu w stanie ustalonym dla uu = 1 jest równy
xu = −A−1Buu =

[
2 −1
0 3

]−1 [
1

0

]

=





1

2

0



 (1.53)Korzystaj¡ z zale»no±i (1.38)÷(1.41) i (1.48)÷(1.50), otrzymamy maierze linioweprzybli»enia dla
xu =





1

2

0



 , uu = 1
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1.6. Linearyzacja układów nieliniowych 23Otrzymamy wtedy
A =







∂f1

∂x1

∂f1

∂x2

∂f2

∂x1

∂f2

∂x2







x1=
1

2

x2=0

=

[

−2 1
0 −3

]

, B =







∂f1

∂u

∂f2

∂u







x1=
1

2

x2=0

=

[
1

2

]

C =

[
∂g

∂x1

∂g

∂x2

]

x1=−
1

2

x2=0

=
[
0 1

]
, D =

[
∂g

∂u

]

x1=−
1

2

x2=0

= 2Maierze A, C i D s¡ takie same jak w przypadku a, inna jest tylko maierz B.Poszukiwane przybli»enie ma wi� posta¢
[
ẋ1

ẋ2

]

=

[
−2 1
0 −3

] [
x1

x2

]

+

[
1

2

]

u (1.54)
y =

[
0 1

]
[
x1

x2

]

+ 2u (1.55)
2Metod� t� mo»na stosowa¢ równie» do linearyzaji nieliniowyh ukªadówdyskretnyh.

1.6.2. Metoda optymalnej linearyzacjiMetoda ta polega na takim doborze elementów maierzy liniowego przybli-»enia, aby bª¡d ±redniokwadratowy ró»niy mi�dzy ukªadem nieliniowyma jego liniowym przybli»eniem dla aªego okresu stanu przej±iowego byª mini-malny.Nieh
Â = [âij ]

i=1, ..., n
j=1, ..., n

, B̂ =
[

b̂ij

]

i=1, ..., n
j=1, ..., m

Ĉ = [ĉij ]
i=1, ..., p
j=1, ..., n

, D̂ =
[

d̂ij

]

i=1, ..., p
j=1, ..., m

(1.56)bed¡ staªymi (niezale»nymi od zasu) poszukiwanymi maierzami optymalnegoliniowego przybli»enia (1.46), (1.47) ukªadu nieliniowego (1.30), (1.31). Elemen-ty tyh maierzy dobieramy tak, aby bª¡d ±redniokwadratowy ró»niy mi�dzyukªadem nieliniowym (1.30), (1.31) a jego liniowym przybli»eniem (1.46), (1.47)
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24 1. Wprowadzeniedla aªego okresu stanu przej±iowego T byª minimalny, tzn.
min
Â, B̂

J1

(

Â, B̂
)

= min
Â, B̂

{
∫ T

0
|Ax+Bu− f(x, u, t)|2 dt

} (1.57)
min
Ĉ, D̂

J1

(

Ĉ, D̂
)

= min
Ĉ, D̂

{
∫ T

0
|Cx+Du− g(x, u, t)|2 dt

} (1.58)Dalsze szzegóªowe rozwa»ania przeprowadzimy tylko dla przypadku wyzna-zania maierzy Â i B̂, gdy» rozwa»ania dla maierzy Ĉ i D̂ s¡ analogizne.Wska¹nik jako±i przybli»enia J1 (Â, B̂) dla f(x, u, t) = f mo»emy napisa¢w postai
J1(A, B) =

∫ T
0 |Ax+Bu− f |

2 dt =

=

∫ T

0
[Ax+Bu− f ]T [Ax+Bu− f ] dt =

∫ T

0

(

xTATAx+

+ uTBTBu+ fTf + 2xTATBu− 2xTATf − 2uTBTf
)

dt

(1.59)gdy» xTATf = fTAx i uTBTf = fTBu. Z warunku konieznego minimali-zaji wska¹nika (1.59)
∂J1(A, B)

∂A A= Â
= 0,

∂J1(A, B)

∂B B= B̂
= 0 (1.60)otrzymamy

Â

∫ T

0
xxTdt =

∫ T

0
fxTdt−B

∫ T

0
uxTdt (1.61)

B̂

∫ T

0
uuTdt =

∫ T

0
fuTdt−A

∫ T

0
xuTdt (1.62)gdy»

∂xTATAx

∂A
= 2AxxT ,

∂xTATBu

∂A
= BuxT ,

∂xTATf

∂A
= fxT (1.63)Rozwi¡zuj¡ równania (1.61), (1.62) wzgl�dem Â i B̂, otrzymamy

Â =

∫ T

0
(f −Bu)xTdt

[
∫ T

0
xxTdt

]−1 (1.64)
B̂ =

∫ T

0
(f −Ax)uTdt

[
∫ T

0
uuTdt

]−1 (1.65)We wzorah (1.64) i (1.65) po prawej stronie na miejse maierzy A i B orazwektora x podstawiamy odpowiednie maierze i wektor x otrzymane metod¡rozwini�ia w szereg. Wyka»emy, »e je»eli skªadowe wektora x (u) s¡ liniowo
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1.6. Linearyzacja układów nieliniowych 25niezale»ne, to maierz
∫ T

0
xxTdt

(
∫ T

0
uuTdt

) (1.66)jest nieosobliwa.Je»eli skªadowe wektora x s¡ liniowo niezale»ne, to dla ka»dego niezerowe-go wektora α ∈ R
n funkje v(t) = αTx(t) nie s¡ to»samo±iowo równe zeruna przedziale [0, T ] i forma kwadratowa zbudowana na maierzy (1.66) jestdodatnio okre±lona, gdy»

αT

[
∫ T

0
x(t)xT (t)dt

]

α =

∫ T

0
αTx(t)xT (t)αdt =

∫ T

0
v2(T )dt > 0Z zaªo»enia skªadowe wektora x (zmienne stanu) oraz skªadowe wektora u s¡liniowo niezale»ne. Tak wi� maierze (1.66) s¡ nieosobliwe. Wyhodz¡ z za-le»no±i (1.58), w analogizny sposób jak dla zale»no±i (1.57) otrzymamy

Ĉ =

∫ T

0
(g −Du)xTdt

[
∫ T

0
xxTdt

]−1 (1.67)
D̂ =

∫ T

0
(g −Cx)uTdt

[
∫ T

0
uuTdt

]−1 (1.68)Z powy»szyh rozwa»a« wynika nast�puj¡a proedura wyznazania optymal-nego przybli»enia ukªadu nieliniowego.
PROCEDURA 1Krok 1. Korzystaj¡ z zale»no±i (1.38)÷(1.41), wyznazamy liniow¡ aproksy-maj� (1.44), (1.45) ukªadu nieliniowego (1.30), (1.31).Krok 2. Korzystaj¡ ze wzoru
x(t) = e−Atx0 +

∫ t

0
eA(t−τ)Bu(τ)dτ (1.69)wyznazamy rozwi¡zanie równania (1.44) speªniaj¡e warunek poz¡tkowy

x(0) = x0 (taki sam jak dla ukªadu nieliniowego (1.30), (1.31)).Krok 3. Korzystaj¡ ze wzorów (1.64), (1.65), (1.67), (1.68), wyznazamy po-szukiwane maierze Â, B̂, Ĉ, D̂ optymalnego przybli»enia.
PRZYKŁAD 2Dla ukªadu nieliniowego
ẋ =

[

−2x1 + 2x1x2 + u2

−2x2 + u

]

g = x2 + u
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26 1. Wprowadzeniewyznazymy optymalne przybli»enie liniowe w otozeniu punktu stanu ustalonego dla
u = 1, T = 1 i zerowyh warunków poz¡tkowyh.Korzystaj¡ z proedury 1, otrzymamy kolejno:Krok 1. Liniowe przybli»enie dla zerowyh warunków poz¡tkowyh ma posta¢
A =

[−2 0

0 −2

]

, B =

[
0

1

]

, C =
[
0 1

]
, D = 1a dla stanu ustalonego otrzymamy

xu = −A−1Bu =





1

1

2



 , A =

[−2 0

0 −2

]

, B =

[
0

1

]

, C =
[
0 1

]
, D = 1Krok 2. Dla maierzy

A =

[−2 0
0 −2

]mamy
eAt =

[
e−2t 0

0 e−2t

]oraz
x(t) =

∫ t

0

eAτBu (t− τ) dτ =
[
1− e−2t
1− 12e−2t

]Krok 3. Korzystaj¡ ze wzorów (1.64)÷(1.68) oraz bior¡ pod uwag�, »e
f (t) =

[

e−4t − e−2t + 1
e−2t − 1

]

g(t) = −1
2
e−2t + 2

∫ T

0

xxTdt =

[
0,664 −0,46
−0,46 0,38

]otrzymamy
Â =

∫ T

0

(f −Bu)xTdt
[
∫ T

0

xxTdt

]−1

=

[−16,59 −22,48
−22,75 −30,78

]

B̂ =

∫ T

0

(f −Ax)uTdt
[
∫ T

0

uuTdt

]−1

=

[
1,95

1

]

Ĉ =

∫ T

0

(g −Du)xTdt
[
∫ T

0

xxTdt

]−1

=
[
11,37 −15,39

]

D̂ =

∫ T

0

(g −Cx)uTdt
[
∫ T

0

uuTdt

]−1

= 1

2
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1.6. Linearyzacja układów nieliniowych 27

1.6.3. Metoda nieliniowego sprzężenia zwrotnegoMetoda ta polega na odpowiedniej zamianie zmiennyh i doborze nieliniowe-go sprz�»enia zwrotnego. We¹my pod uwag� ukªad nieliniowy o wymuszeniuskalarnym u i odpowiedzi skalarnej y opisany równaniami
ẋ = f(x) + g(x)u (1.70)
y = h(x) (1.71)gdzie x ∈ R

n jest wektorem stanu.Nieh dla tego ukªadu istnieje gªadkie przeksztaªenie zmiennyh stanu
z = P (x) takie, »e
ż1 = z2, ż2 = z3, . . . , żn−1 = zn, żn = a(z) + b(z)u (1.72)gdzie a(z) i b(z) s¡ skalarnymi funkjami wektora z = [z1, z2, . . . , zn]T . Przyj-muj¡ sprz�»enie zwrotne w postai
u =

1

b(z)
(v − a(z)) (v � nowe wymuszenie) (1.73)z zale»no±i (1.72) otrzymamy nast�puj¡y ukªad liniowy











ż1

ż2...
żn−1
żn











=










0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
. . . . . . . . . . . . .

0 0 0 · · · 1
0 0 0 · · · 0




















z1

z2...
zn−1
zn











+









0...
0

1









vzyli
ż = Az + bv (1.74)gdzie
A =










0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
. . . . . . . . . . . . .

0 0 0 · · · 1
0 0 0 · · · 0










, b =









0...
0

1







Podstawiaj¡ z = P−1(x) do (1.73), otrzymamy poszukiwane sprz�»eniezwrotne

u =
1

b
(

P−1(x)
)

(

v − a
(

P−1(x)
)) (1.75)
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28 1. Wprowadzenie

Rys. 1.9. Shemat blokowy ukªadu z nieliniowym sprz�»eniem zwrotnym�atwo sprawdzi¢, »e para (A, b) jest sterowalna (patrz de�nija 67 na s. 228).Otrzymany ukªad z nieliniowym sprz�»eniem zwrotnym (1.75) we wspóªrz�d-nyh z1, z2, . . . , zn jest sterowalnym ukªadem liniowym (rys. 1.9).
PRZYKŁAD 3Dany jest ukªad nieliniowy
ẋ1 = ax

2
1 + x2 (1.76)

ẋ2 = −2a2x31 − 2ax1x2 + ax1x22 + u (1.77)
y = x1 (1.78)Nowe zmienne wybieramy z1 = x, z2 = ax21 + x2, zyli
z =

[
z1

z2

]

=

[
x1

ax21 + x2

]

= P (x)Przeksztaªenie to jest odwraalne, gdy» x1 = z1, x2 = z2 − az21 , zyli
x =

[
x1

x2

]

=

[
z1

z2 − az21

]

= P−1(z)Ukªad nieliniowy (1.76)÷(1.78) w nowyh zmiennyh przyjmuje posta¢
ż1 = ẋ1 = ax

2
1 + x2 = z2

ż2 = 2ax1ẋ1 + ẋ2 = 2ax1
(
ax21 + x2

)
− 2a2x31 − 2ax1x2 + ax1x22 + u =

= az1
(
z2 − a z21

)2
+ uzyli

ż1 = z2 (1.79)
ż2 = az1

(
z2 − az21

)2
+ u, a(z) = az1

(
z2 − a z21

)2
, b(z) = 1 (1.80)

y = z1 (1.81)Zgodnie z zale»no±i¡ (1.75) poszukiwane sprz�»enie zwrotne ma posta¢
u =

1

b(z)
(v − a(z)) = v − a z1

(
z2 − a z21

)2
= v − ax1x22 (1.82)

##7#52#aSUZPUk1BVC1WaXJ0dWFsbw==



1.7. Modele układów dynamicznych 29Ukªad nieliniowy (1.76)÷(1.78) z nieliniowym sprz�»eniem zwrotnym (1.82) we wspóª-rz�dnyh z1, z2 jest ukªadem liniowym opisanym równaniami ż1 = z2, ż2 = v,
y = z1. 2

1.7. Modele układów dynamicznychPrzyst�puj¡ do budowy modelu matematyznego danego proesu (ukªadu),zyli do napisania równa« matematyznyh opisuj¡yh ten proes, nale»yprzede wszystkim spreyzowa¢ wszystkie zaªo»enia upraszzaj¡e, okre±li¢ za-kresy zmian poszzególnyh parametrów i wielko±i oraz dokona¢ wyboru zmien-nyh opisuj¡yh ten proes. Nale»y podkre±li¢, »e wybór tyh zmiennyh niejest jednoznazny, istnieje wiele równowa»nyh sposobów wyboru zmiennyhopisuj¡yh rozpatrywany proes. Nast�pnie korzystaj¡ z odpowiednih praw�zyki (takih jak podstawowe prawa mehaniki, prawa obwodów elektryznyh,równania bilansu masy i energii), hemii, biologii, ekonomii itd., piszemy rów-nania wi¡»¡e zmiany w zasie proesów, zahodz¡e pod wpªywem zewn�trz-nyh oddziaªywa« lub nagromadzonej w ukªadzie energii (niezerowyh warun-ków poz¡tkowyh lub brzegowyh). W przypadku ukªadów zªo»onyh z ele-mentów o ró»nej naturze �zyznej, np. ukªadów elektromehaniznyh, przywypisywaniu równa« dynamiki wygodnie jest skorzysta¢ z zasady Hamilto-na, zwanej równie» zasad¡ ekstremum dziaªania. Sposoby ukªadania równa«dynamiki opisuj¡yh ukªady o parametrah skupionyh i rozªo»onyh obja-±nimy na prostyh przykªadah tyh ukªadów o ró»nej naturze �zyznej (elek-tryznej, mehaniznej, elektromehaniznej) wyst�puj¡yh w tehnie, biolo-gii, ekonomii itp.
1.7.1. Układy elektryczneWukªadah (obwodah) elektryznyh nieliniowyh za zmienne stanu wygodniejest przyj¡¢ ªadunki na kondensatorah i strumienie skojarzone ewek, a w li-niowyh � napi�ia na kondensatorah i pr¡dy w ewkah.
Rys. 1.10. Obwód elektryzny: shemat elektryzny i shemat blokowy
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30 1. WprowadzenieMetod¡ bezpo±redni¡ ukªadania równa« dynamiki ukªadów elektryznyhjest metoda oparta na pierwszym i drugim prawie Kirhho�a. Metoda ta polegana napisaniu na podstawie praw Kirhho�a odpowiednih równa« i przeksztaª-eniu ih do postai równa« stanu. Istot� tej metody obja±nimy na przykªadzieobwodu elektryznego, którego shemat podano na rys. 1.10. Za zmienne stanuprzyjmujemy napi�ie uC na kondensatorze i pr¡d iL w ewe, a za odpowied¹� napi�ie u na oporniku o rezystanji R3. Wymuszeniami w tym obwodzie s¡napi�ia ¹ródªowe e1 i e2. Na podstawie pierwszego i drugiego prawa Kirhho�adla obwodu tego mo»emy napisa¢ równania
iL + iC − i3 = 0 (1.83)

e1 − L
diL
dt
−R1iL −R3i3 = 0 (1.84)

e2 − uC −R2iC −R3i3 = 0 (1.85)Bior¡ pod uwag�, »e
iC = C

duC
dt

(1.86)oraz korzystaj¡ z równania (1.83), rugujemy z równa« (1.84) i (1.85) pr¡dy
iC i i3. Otrzymamy wówzas

e1 − L
diL
dt
−R1iL −R3

(

iL + C
duC
dt

)

= 0 (1.87)
e2 − uC −R2C

duC
dt
−R3

(

iL + C
duC
dt

)

= 0 (1.88)Z równania (1.88) mamy
duC
dt
= − 1

(R2 +R3)C
uC −

R3

(R2 +R3)C
iL +

1

(R2 +R3)C
e2 (1.89)Podstawiaj¡ zale»no±¢ (1.89) do równania (1.87), otrzymamy

diL
dt
=

R3

(R2 +R3)L
uC −

R1 (R2 +R3) +R2R3
(R2 +R3)L

iL +

+
1

L
e1 −

R3

(R2 +R3)L
e2 (1.90)Zapisuj¡ równania (1.89), (1.90) w postai jednego równania maierzowego,otrzymamy
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1.7. Modele układów dynamicznych 31

d

dt

[

uC

iL

]

=








− 1

(R2 +R3)C
− R3

(R2 +R3)C

R3

(R2 +R3)L
−R1 (R2 +R3) +R2R3

(R2 +R3)L








[

uC

iL

]

+

+








0
1

(R2 +R3)C

1

L
− R3

(R2 +R3)L








[

e1

e2

] (1.91)Z porównania równania (1.91) z równaniem ẋ = Ax+Bu wynika, »e w tymprzypadku x = [uC
iL

], maierze A i B s¡ równe
A =








− 1

(R2 +R3)C
− R3

(R2 +R3)C

R3

(R2 +R3)L
−R1 (R2 +R3) +R2R3

(R2 +R3)L







,

B =








0
1

(R2 +R3)C

1

L
− R3

(R2 +R3)L






Aby wyznazy¢ równanie wyj±ia y = Cx+Du oraz elementy maierzy C i Ddla tego obwodu, na podstawie drugiego prawa Kirhho�a, piszemy równanie

u = −uC −R2C
duC
dt
+ e2 (1.92)Podstawiaj¡ zale»no±¢ (1.89) do równania (1.92), otrzymamy nast�puj¡e rów-nanie wyj±ia

u = − R3

R2 +R3
uC +

R2R3

R2 +R3
iL +

R3

R2 +R3
e2W tym przypadku maierze C i D s¡ równe

C =

[

− R3

R2 +R3

R2R3

R2 +R3

]

,

D =

[

0
R3

R2 +R3

]W wielu przypadkah metod¡ wygodniejsz¡ i szybsz¡ od omówionej wy»ej me-tody bezpo±redniej, jest metoda wª¡zania idealnyh ¹ródeª napi�ia i pr¡du,podana w [115℄.
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32 1. Wprowadzenie

1.7.2. Układy mechaniczneW ukªadah mehaniznyh za zmienne stanu wygodnie jest przyj¡¢ wspóªrz�d-ne okre±laj¡e poªo»enia poszzególnyh iaª oraz pr�dko±i tyh iaª. Metod¡bezpo±redni¡ ukªadania równa« dynamiki ukªadów mehaniznyh jest metodaoparta na prawah Newtona (lub na zasadzie d'Alamberta).
Rys. 1.11. Ukªad mehanizny zªo»ony z dwóh iaª o masah m1 i m2 oraz z dwóhspr�»ynMetoda ta polega na napisaniu na podstawie praw Newtona odpowiednihrówna« i przeksztaªeniu tyh równa« do postai równa« zmiennyh stanu.Istot� tej metody obja±nimy na przykªadzie prostego ukªadu mehaniznego,zªo»onego z dwóh iaª o masah odpowiedniom1 im2 i dwóh spr�»yn o wspóª-zynnikah spr�»ysto±i k1 i k2 (rys. 1.11). Zakªadamy, »e na iaªo o masie m2dziaªa siªa zewn�trzna f(t), a opory taria iaª s¡ proporjonalne do pr�dko±i,przy zym r1 i r2 s¡ wspóªzynnikami taria odpowiednio iaªa o masie m1i m2. Wymuszeniem w tym przypadku jest siªa zewn�trzna f(t), a za zmiennestanu przyjmujemy:
x1 � wspóªrz�dn¡ okre±laj¡¡ poªo»enie iaªa o masie m1,
x2 � pr�dko±¢ iaªa o masie m1 (x2 = ẋ1),
x3 � wspóªrz�dn¡ okre±laj¡¡ poªo»enie iaªa o masie m2,
x4 � pr�dko±¢ iaªa o masie m2 (x4 = ẋ3).Nieh wektorem odpowiedzi y b�dzie
y =

[

x1

x3

]Bior¡ pod uwag� siªy dziaªaj¡e na poszzególne iaªa, na podstawie dru-giego prawa Newtona (lub zasady d'Alamberta) mo»emy napisa¢ równania
m1ẋ2 + r1x2 + k1x1 + k2 (x1 − x3) = 0 (1.93)

m2ẋ4 + r2x4 + k2 (x3 − x1) = f(t) (1.94)
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1.7. Modele układów dynamicznych 33Uwzgl�dniaj¡, »e ẋ1 = x2 i ẋ3 = x4 oraz przeksztaªaj¡ równania (1.93),(1.94) w równania zmiennyh stanu, otrzymamy







ẋ1

ẋ2

ẋ3

ẋ4







=














0 1 0 0

−k1 + k2
m1

− r1

m1

k2

m1
0

0 0 0 1

k2

m2
0 − k2

m2
− r2

m2





















x1

x2

x3

x4







+










0

0

0

1

m2










f(t)W tym przypadku maierze A i B s¡ równe
A =














0 1 0 0

−k1 + k2
m1

− r1

m1

k2

m1
0

0 0 0 1

k2

m2
0 − k2

m2
− r2

m2














, B =










0

0

0

1

m2








Równanie wyj±ia ma posta¢

y =

[

1 0 0 0

0 0 1 0

]








x1

x2

x3

x4






a maierze C i D s¡ równe

C =

[

1 0 0 0

0 0 1 0

]

, D = 0

1.7.3. Układy elektromechaniczneUkªadaj¡ równania dynamiki ukªadów zªo»onyh, wygodnie jest skorzysta¢z zasady Hamiltona. Zgodnie z t¡ zasad¡ ukªad holonomizny i zahowaw-zy (ukªad, w którym nie wyst�puje rozpraszanie energii oraz energia nie jestdostarzana do ukªadu) jest okre±lony funkj¡ skalarn¡ L, zwan¡ funkj¡ La-grange'a, wspóªrz�dnyh uogólnionyh q1, q2, . . . , qn, pr�dko±i uogólnionyh
q̇1, q̇2, . . . , q̇n i zasu t
L = L (q1, q2, . . . , qn, q̇1, q̇2, . . . , q̇n, t)Funkja ta jest ró»ni¡ energii kinetyznej T i energii potenjalnej U ukªadu
L = T − U
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34 1. WprowadzenieWmy±l zasady Hamiltona ruh ukªadu (przej±ie z jednego poªo»enia w dru-gie) przebiega tak, aby funkjonaª
S =

∫ t2

t1

Ldt (1.95)przyjmowaª warto±¢ ekstremaln¡, zwykle minimaln¡. Funkjonaª (1.95) osi¡gaekstremum wtedy, gdy s¡ speªnione równania Lagrange'a w postai
d

dt

(
∂L

∂q̇i

)

− ∂L

∂qi
= 0 dla i = 1,2, . . . ,n (1.96)lub

d

dt

(
∂L

∂q̇T

)

− ∂L

∂qT
= 0przy zym q jest wektorem o skªadowyh q1, q2, . . . , qn, a T oznaza transpo-zyj� wektora.W przypadku ogólnym, gdy do ukªadu jest dostarzana energia i wyst�-puje rozpraszanie energii, ukªad jest okre±lony dwiema funkjami skalarnymi:funkj¡ Lagrange'a i funkj¡ Rayleigha F , b�d¡¡ ró»ni¡ energii rozproszonejw ukªadzie Fr i energii Fd dostarzonej do ukªadu

F = Fr − FdW tym przypadku równania Lagrange'a przyjmuj¡ posta¢
d

dt

(
∂L

∂q̇i

)

− ∂L

∂qi
+
∂F

∂q̇i
= 0 dla i = 1, 2, . . . , nlub

d

dt

(
∂L

∂q̇T

)

− ∂L

∂qT
+

∂F

∂q̇T
= 0Sposób korzystania z równa« Lagrange'a przy ukªadaniu równa« dynamikiukªadu obja±nimy na przykªadzie przetwornika elektromehaniznego, przed-stawionego shematyznie na rys. 1.12. Na rdze« ruhomy o masiem i przekroju

A, osadzony w rdzeniu nieruhomym, dziaªa siªa przyi¡gania elektromagne-tyznego, zale»na od nat�»enia pr¡du i, oraz siªa spr�»yny o wspóªzynnikuspr�»ysto±i k. Przyjmujemy nast�puj¡e zaªo»enia upraszzaj¡e:� pomijamy opór magnetyzny rdzeni jako wielokrotnie mniejszy ni» opórszzeliny,� pomijamy tarie statyzne,� zakªadamy, »e siªa taria jest wprost proporjonalna do pr�dko±i.Oblizamy energi� kinetyzn¡ i potenjaln¡ dla obwodu elektryznego i me-haniznego. Energia kinetyzna obwodu elektryznego
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1.7. Modele układów dynamicznych 35

Te =
1

2
L(t)i2 =

1

2
L(t)q̇2przy zym indukyjno±¢ uzwojenia przetwornika jest okre±lona zale»no±i¡

L(t) =
D

d+ xgdzie: D � staªa zale»na od przekroju rdzenia, lizby zwojów oraz przenikalno±imagnetyznej powietrza; d � grubo±¢ przekªadki antymagnetyznej, x = x(t) �odlegªo±¢ rdzenia ruhomego od rdzenia nieruhomego; i = q̇ � nat�»enie pr¡duw uzwojeniu przetwornika; q � ªadunek elektryzny.
Rys. 1.12. Shemat przetwor-nika elektromehaniznego

Obwód elektryzny nie zawiera elementów pojemno±iowyh, wobe tegoenergia potenjalna równa si� zeru
Ue = 0Energia kinetyzna obwodu mehaniznego
Tm =

1

2
mẋ2a energia potenjalna

Um =
1

2
k (x− x0)2przy zym x0 jest odlegªo±i¡ rdzenia ruhomego od nieruhomego w poªo»eniuneutralnym spr�»yny (siªa spr�»yny równa zeru). Funkja Lagrange'a w tymprzypadku jest równa

L =
1

2

D

d+ x
q̇2 +
1

2
mẋ2 − 1

2
k (x− x0)2Aby z kolei wyznazy¢ funkj� Rayleigha, oblizamy ró»ni� energii rozproszo-nej i dostarzonej do ukªadu dla obwodu elektryznego i mehaniznego. Dla
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36 1. Wprowadzenieobwodu elektryznego
Fe =

1

2
Rq̇2 − uq̇przy zym R jest rezystanj¡ uzwojenia, a u = u(t) napi�iem doprowadzonymdo uzwojenia. Z kolei dla obwodu mehaniznego mamy

Fm =
1

2
Rmẋ

2przy zymRm jest oporem mehaniznym. Funkja Rayleigha w tym przypadkurówna si� wi�
F = Fe + Fm =

1

2
Rq̇2 − uq̇ + 1

2
Rmẋ

2Za skªadowe wektora q przyjmujemy ªadunek elektryzny q oraz odlegªo±¢ rdze-nia ruhomego od nieruhomego x
q =

[

q

x

]Na podstawie (1.96) dla i = 1 oraz i = 2 otrzymamy
D

d+ x
q̈ +Rq̇ − D

d+ x
q̇ẋ = u (1.97)

mẍ+Rmẋ+ k (x− x0) +
D

2 (d+ x)2
q̇2 = 0 (1.98)Przyjmuj¡ za zmienne stanu x1 = q, x2 = q̇ = i, x3 = x, x4 = ẋ, równania(1.97), (1.98) mo»emy napisa¢ w postai

ẋ1 = x2 (1.99)
ẋ2 =

x2x4

d+ x3
− R

D
x2 (d+ x3) +

d+ x3
D

u (1.100)
ẋ3 = x4 (1.101)
ẋ4 = −

k

m
(x3 − x0)−

Dx22

2m (d+ x3)
2 −

Rm

m
x4 (1.102)W tym przypadku równania stanu ukªadu (1.99)÷(1.102) s¡ równaniami nie-liniowymi. Przyjmuj¡ za skªadowe wektora odpowiedzi y nat�»enie pr¡duw uzwojeniu przetwornika i oraz odlegªo±¢ x rdzenia ruhomego od nieruho-mego, otrzymamy równanie wyj±ia w postai

y =

[

0 1 0 0

0 0 1 0

]








x1

x2

x3

x4
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1.7. Modele układów dynamicznych 37Powy»sze rozwa»ania podane dla ukªadów elektromehaniznyh mo»nauogólni¢ równie» na ukªady elektropneumatyzne, elektrohydraulizne, elek-troakustyzne itp.
1.7.4. Procesy mieszania substancjiW opisie dynamiki proesów mieszania substanji za zmienne stanu mo»naprzyjmowa¢ ró»ne wielko±i. Cz�sto za zmienne stanu przyjmuje si�:� ilo±¢ danej substanji,� temperatur� substanji,� st�»enie okre±lonego skªadnika substanji itp.Przy ukªadaniu równa« opisuj¡yh dynamik� proesów mieszania najz�-±iej korzysta si� z równa« bilansu masy i iepªa. Sposób ukªadania równa«opisuj¡yh w przestrzeni stanów dynamik� proesów mieszania obja±nimy naprzykªadzie idealnego mieszania dwóh iezy w zbiorniku (rys. 1.13).

Rys. 1.13. Shemat proesu mieszaniadwóh iezy
Nat�»enia przepªywu iezy dopªywaj¡yh do zbiornika wynosz¡ F1 = F1(t)i F2 = F2(t), a ih st�»enia odpowiednio c1 = c1(t) i c2 = c2(t). Natomiastnat�»enie przepªywu iezy wypªywaj¡ej ze zbiornika wynosi F = F (t), a jejst�»enia c = c(t). Za zmienne stanu przyjmujemy obj�to±¢ iezy w zbiorniku

V oraz st�»enie c iezy wypªywaj¡ej ze zbiornika. Wymuszeniami w tymprzypadku s¡ nat�»enia przepªywu iezy dopªywaj¡yh F1 i F2. Z równa«bilansu masy mamy
V̇ = F1 + F2 − F (1.103)

d

dt
[cV ] = c1F1 + c2F2 − cF (1.104)Z prawa wypªywu swobodnego iezy wynika

F = k1
√
h (1.105)
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38 1. Wprowadzenieprzy zym: k1 � wspóªzynnik zale»ny od przekroju otworu odpªywowego i przy-spieszenia ziemskiego, h � wysoko±¢ sªupa iezy w zbiorniku.Po uwzgl�dnieniu, »e
h =

V

Sotrzymamy
F = k

√
V (1.106)przy zym: k = k1√

S
, S � pole powierzhni przekroju zbiornika.Podstawiaj¡ zale»no±¢ (1.106) do równa« (1.103), (1.104) i oblizaj¡ po-hodn¡ ilozynu, otrzymamy

V̇ = F1 + F2 − k
√
V (1.107)

ċV + cV̇ = c1F1 + c2F2 − ck
√
V (1.108)Podstawiaj¡ z kolei zale»no±¢ (1.107) do równania (1.108) i rozwi¡zuj¡ torównanie wzgl�dem ċ, b�dziemy mieli

ċ =
1

V
[(c1 − c)F1 + (c2 − c)F2] (1.109)Równania (1.107), (1.109) s¡ poszukiwanymi nieliniowymi równaniami stanuproesu mieszania idealnego dwóh iezy. Bior¡ za odpowied¹ wysoko±¢ hsªupa iezy w zbiorniku, otrzymamy równanie wyj±ia w postai

h =

[
1

S
, 0

] [

V

c

] (1.110)We¹my pod uwag� zbiornik, do którego dopªywaj¡ dwie substanje iekªe o na-t�»eniah przepªywu F1 = F1(t) i F2 = F2(t), a wypªywa substanja iekªao nat�»eniu przepªywu F = F (t) (rys. 1.14).
Rys. 1.14. Shemat ukªa-du regulaji poziomu iezyw zbiorniku
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1.7. Modele układów dynamicznych 39Zaªó»my, »e nat�»enie przepªywu F1 jest zale»ne od wysoko±i poziomu ie-zy h(t) w zbiorniku i jest regulowane za pomo¡ zaworu w taki sposób, abyutrzyma¢ staªy poziom iezy w zbiorniku. Mamy zatem
F1(t) = kh (t− T0) (1.111)przy zym: k � wspóªzynnik proporjonalno±i, T0 � zas opó¹nienia, tj. od-st�p zasu mi�dzy hwil¡ zmiany poªo»enia zaworu a hwil¡ zmiany poziomuiezy w zbiorniku. Nat�»enie przepªywu substanji wypªywaj¡ej F zale»y odwysoko±i poziomu iezy h w zbiorniku i jest okre±lone zale»no±i¡ (1.105). Zazmienn¡ stanu przyjmujemy wysoko±¢ poziomu iezy h(t) w zbiorniku, a zawymuszenie nat�»enie przepªywu F2. Równanie bilansu masy w zbiorniku maposta¢
ρSh(t) = F1(t) + F2(t)− F (t) (1.112)przy zym: ρ � g�sto±¢ substanji, S � pole przekroju zbiornika.Podstawiaj¡ zale»no±i (1.111) i (1.105) do równania (1.112), otrzymamyposzukiwane równanie stanu
h(t) =

k

ρS
h (t− T0)−

k1

ρS

√

h(t) +
1

ρS
F2(t) (1.113)Równanie (1.113) jest nieliniowym równaniem ró»nizkowo-ró»niowym. Mo-dele matematyzne ukªadów z opó¹nieniami skupionymi maj¡ posta¢ rów-na« ró»nizkowo-ró»niowyh, zwanyh równie» równaniami z opó¹nionym ar-gumentem. W przypadku ogólnym ukªad nieliniowyh równa« ró»nizkowo--ró»niowyh ma posta¢

ẋ(t) = f
[
x(t), x

(
t− T ′1

)
, . . . , x

(
t− T ′k

)
;

u(t), u (t− T1) , . . . , u (t− Tm) , t] (1.114)przy zym T ′i > 0 (i = 1, 2, . . . , k) i Tj > 0 (j = 1, 2, . . . , m) s¡ opó¹nie-niami odpowiednio stanu i sterowania (wymuszenia). Aby wyznazy¢ rozwi¡-zanie x(t) dla t > t0, nie wystarza znajomo±¢ stanu x (t0) = x0 i sterowania
u(t) w przedziale [t0, t); niezb�dna jest jeszze znajomo±¢ x(t) w przedziale
[t0 −maxi T ′i , t0] oraz u(t) w przedziale [t0 −maxj Tj, t0], które ª¡znie z x0stanowi¡ stan uogólniony proesu.
1.7.5. Układy o parametrach rozłożonychSygnaªy (zmienne) okre±laj¡e ukªady o parametrah rozªo»onyh zale»¡ nietylko od zasu, ale równie» od wspóªrz�dnyh przestrzennyh. Ukªady o para-metrah rozªo»onyh, b�d¡e ukªadami o opó¹nieniah rozªo»onyh, s¡ opisanerównaniami ró»nizkowymi z¡stkowymi. Przykªadami ukªadów o parametrahrozªo»onyh s¡ linie dªugie, wymienniki iepªa, reaktory rurowe itd. Sposób
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