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PRZEDMOWA

Ksiazka ta jest podrecznikiem podstaw teorii sterowania. PisaliSmy ja z myéla
o studentach studiéw inzynierskich i magisterskich kierunkéw technicznych,
takich jak elektrotechnika, elektronika i mechatronika, automatyka i robotyka,
mechanika, informatyka itp. Obejmuje ona podstawy teorii sterowania zaréwno
uktadéw liniowych, jak i nieliniowych, ciagtych i dyskretnych, standardowych
i singularnych, optymalnych i adaptacyjnych.

Ksiazka sktada sie z 4 rozdziatow, 4 dodatkéw oraz wykazu literatury. Roz-
dzial 1 stanowi obszerne wprowadzenie w problematyke ksiazki. Rozdziat 2
poswiecilismy modelom matematycznym liniowych uktadéw dynamicznych cia-
glych i dyskretnych. W rozdziale 3 przedstawiliémy modele matematyczne nie-
liniowych ukladéw dynamicznych. W rozdziale 4 opisaliSmy podstawowe wta-
snosci uktadéw dynamicznych, takie jak stabilnosé¢, osiagalnosé, sterowalnosc,
obserwowalnosé, zera i bieguny. W trzech dodatkach podalismy podstawowe
wiadomosci z rachunku macierzowego, réwnan roézniczkowych i réznicowych,
obliczania pochodnych Liego i rachunku operatorowego opartego na przeksztat-
ceniu Laplace’a i przeksztalceniu Z. W drugim wydaniu, w nowym czwartym
dodatku, przedstawiliémy elementy logiki i metody dowodzenia twierdzen. Wy-
ktadany materiat zilustrowali$my licznymi przyktadami. Duzy nacisk potozyli-
$my na mozliwosé realizacji algorytmoéw na komputerze, zwlaszcza w progra-
mie MATLAB. Przyblizony podzial materiatu podrecznika na material zgodny
z programem nauczania na studiach inzynierskich i magisterskich przedstawi-
liSmy na rysunku 1.5.

Chcielibysmy skorzystac z okazji i ztozy¢ tu serdeczne podziekowania Recen-
zentom — Profesorom Jerzemu Klamce i Wojciechowi Mitkowskiemu za wnikli-
we uwagi i sugestie, ktore pomogly nam usunaé usterki oraz zwigkszy¢ jasnosé
i precyzje wyktadu.

Warszawa, kwiecienn 2006 Tadeusz Kaczorek
Andrzej Dzieliriski

Wtodzimierz Dgbrowsk:

Rafat Lopatka






Rozdziat ].
WPROWADZENIE

1.1. Pojecia podstawowe i istota uktadu regulacji
automatycznej

Sterowaniem nazywamy celowe oddzialywanie (wplywanie) na przebieg proce-
sow. Sterowanie dzielimy na sterowanie reczne i automatyczne. Sterowaniem
recznym nazywamy sterowanie realizowane przez cztowieka, a sterowaniem au-
tomatycznym — sterowanie realizowane za pomoca odpowiednich urzadzen ste-
rujacych. Przyktadem sterowania recznego jest prowadzenie samochodu. Roz-
rozniamy sterowanie w ukltadzie otwartym i sterowanie w uktadzie zamknietym,
czyli w uktadzie ze sprzezeniem zwrotnym. Przykladem sterowania w uktadzie
otwartym jest stabilizacja napiecia, oparta na wykorzystaniu nieliniowej za-
leznosci napiecia od pradu (duzym zmianom pradu odpowiadaja male zmiany
napiecia). Sterowanie w ukladzie zamknietym nazywamy regulacjg. Regulacja
jest wiec pojeciem wezszym od sterowania. Regulacja automatyczna nazywa-
my sterowanie w uktadzie zamknietym realizowane samoczynnie (bez udziatu
czlowieka) za pomoca odpowiednich urzadzen sterujacych. Urzadzenia te, wy-
korzystujac roznice miedzy odpowiednimi sygnatami (wielkogciami) zadanymi
1 mierzonymi, wytwarzaja sygnaly oddzialywajace celowo na przebieg proce-
sow; zwane s wielkosciami sterujacymi, krotko — sterowaniami.

Za pojecia pierwotne (ktorych nie definiujemy) przyjmujemy pojecia srodo-
wiska i uktadu fizycznego. Uktadem nazywac¢ bedziemy umownie wyodrebniony
ze $rodowiska uktad fizyczny lub jego czesc.

Wielkosci charakteryzujace oddzialywanie $rodowiska na wyodrebniony
uktad nazywaé¢ bedziemy wymuszeniami lub wielkosciami (sygnalami) wejscio-
wymi. Wymuszenia dzielimy na wielkosci sterujace (sterowania) i wielkosci za-
ktocajace (zaklocenia). Wielkosciami sterujgcymi nazywamy wielkosci ktore
dla osiggniecia pozadanych zachowan uktadu sa zmieniane celowo, a wielkoscia-
mi zakidcajgeymi — wielkosci podlegajace zmianom przypadkowym (losowym).
Wielkosci charakteryzujace oddziatywanie uktadu na srodowisko nazywamy od-
powiedziami lub wielkosciami (sygnatami) wyjsciowymi uktadu.



2 1. Woprowadzenie

Stanem uktadu nazywaé bedziemy najmniejszy liczebnie zbior wielkosci, kto-
rego znajomosé w chwili poczatkowej ¢y oraz znajomos¢ wymuszeni w przedziale
(vo, t] pozwala wyznaczy¢ stan i odpowiedz ukladu w dowolnej chwili ¢ > .
Dla szerokiej klasy uktadéw dynamicznych znajomo$é stanu uktadu w chwi-
li poczatkowej ty oraz wymuszenia u(t), t > to pozwala wyznaczy¢ stan oraz
odpowiedz tego ukladu dla t > tg. Uktad regulacji automatycznej powinien
zapewni¢ pozadany przebieg wybranych wielkosci charakteryzujacych proces,
mimo dziatajacych zaklocen i niedoktadnej znajomosci parametrow tego pro-
cesu. Osiaga sie to przez zastosowanie sprzezenia zwrotnego.

DEFINICJA 1
Uktadem regulacyi automatycznej nazywamy uktad ze sprzezeniem zwrot-
nym, ktory samoczynnie (bez udziatu cztowieka) zapewnia pozgdany prze-
bieg wybranych wielkosci charakteryzujgcych proces, zwanych wielkosciams
requlowanymi.

W uktadzie regulacji automatycznej wyrézni¢ mozna obiekt regulacji i regu-
lator (urzadzenie sterujace). Obiektem regulacji (krotko — obiektem) nazywamy
proces technologiczny lub urzadzenie, w ktéorym zachodzi proces podlegajacy
regulacji. Obiektem regulacji moze by¢ na przyktad: samolot, proces chemicz-
ny, maszyna elektryczna, obrabiarka, robot. Regulatorem nazywaé¢ bedziemy
urzadzenie, ktore wykorzystujac réznice miedzy odpowiednimi wielko$ciami za-
danymi i mierzonymi, tak oddziatuje — za pomoca wielkosci sterujacych — na
obiekt, aby wielkosci regulowane mialy pozadany przebieg. Schemat blokowy
uktadu regulacji automatycznej jednej wielkosci regulowanej y(t) przedstawio-

no na rys. 1.1.
lzm let)

Yo(t) e(t) u(®) ¥ Rys. 1.1. Schemat bloko-
" To(s) TAs) wy uktadu regulacji auto-
- — matycznej

W schemacie tym obiekt jest reprezentowany przez czton o transmitancji ope-
ratorowej Tp(s), a regulator — przez czlon o transmitancji operatorowej 75.(s).
Poréwnanie wielkosci regulowanej y(t) z jej wartoscia zadana yo(t) (wielkoscia
zadajaca lub wielkoscia odniesienia) dokonuje sie w wezle sumacyjnym. Roz-
nice e(t) = yo(t) — y(t) nazywamy uchybem regulacji. Uklad regulacji automa-
tycznej pracuje dobrze (idealnie), jezeli mimo dziatajacych na obiekt zaklocen
z1(t), ..., zr(t) uchyb regulacji e(t) jest mozliwie maly (teoretycznie rowny
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zeru). Podstawowym celem uktadu regulacji automatycznej jest wiec samo-

czynne zerowanie uchybu regulacji, wywolanego zmiang yo(t) lub dzialajacych

na obiekt zakloceni zq(t), ..., z.(t). Zadaniem regulatora jest wytworzenie

na podstawie uchybu regulacji e(t) takiego sygnalu sterujacego (sterowania)

u(t), aby uchyb ten teoretycznie zmalal do zera. Na rysunku 1.2 przedsta-
il

HHHHH\M\H\HH

wiono schemat ideowy prostego ukltadu regulacji automatycznej temperatury
t wewnatrz pojemnika. Zadaniem ukladu regulacji jest utrzymanie wewnatrz
pojemnika stalej temperatury o wartosci ty wyzszej niz temperatura otocze-
nia t,. W uktadzie tym role elementu pomiarowego i poréwnujacego odgrywa
termometr stykowy, ktéory ma wbudowane dwie elektrody. Goérna elektroda,
ruchoma, pozwala nastawi¢ zadana warto$¢ temperatury tg. Uklad ten dziata
w nastepujacy sposob. Gdy temperatura wewnatrz pojemnika przekroczy war-
tos¢ zadana tg, wowczas zostaje otwarty obwodd przekaznika P i przekaznik ten
wytacza grzejnik. Jedli natomiast temperatura wewnatrz pojemnika obnizy sie
do wartosci mniejszej niz zadana %y, to wowczas zostanie otwarty obwdd prze-
kaznika P i przekaznik ponownie witacza grzejnik. W tym przypadku obiektem
regulacji jest pojemnik wraz z grzejnikiem, a regulatorem — termometr stykowy
i przekaznik P. Wielko$cia regulowana jest temperatura ¢ wewnatrz pojemnika,
sterowaniem — napiecie zasilajace grzejnik U, a zakléceniem — zmieniajaca sie
temperatura otoczenia t,.

Termometr
stykowy

Rys. 1.2. Uklad regulacji tem-

peratury
=

Na rysunku 1.3 przedstawiono schemat ideowy prostego uktadu regulacji
automatycznej poziomu cieczy w zbiorniku. Zadaniem tego uktadu jest utrzy-
manie statego poziomu hg cieczy w zbiorniku przy zmieniajacej si¢ w sposob
przypadkowy wartosci go strumienia cieczy wyplywajacej ze zbiornika. Uktad
ten dziata nastepujaco.

Jezeli z jakiegokolwiek powodu poziom cieczy h sie obnizy, to pltywak P,
opadajac w dél, za pomoca dzwigni i zaworu Z zwieksza wartos¢ ¢ strumienia
cieczy doplywajacej do zbiornika, co powoduje stopniowe podwyzszenie pozio-
mu cieczy h. W tym przypadku obiektem regulacji jest zbiornik, a regulatorem
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<t

a Rys. 1.3. Schemat uktadu regulacji po-

C') P ziomu cieczy
I

— zespot: plywak P, dzwignia i zawér Z. Wielkoscia regulowang jest poziom
cieczy h w zbiorniku, sterowaniem — warto$¢ g; strumienia cieczy dopltywaja-
cej do zbiornika, a zakloceniem — zmieniajaca sie warto$¢ go strumienia cieczy
wyplywajacej ze zbiornika.

1.2. Klasyfikacja uktadéw regulacji automatyczne;j

Uktady regulacji automatycznej mozna klasyfikowaé¢ wedtug réznych kryteriow,
takich jak: liniowos¢, liczba wejs¢ i wyjs$¢, charakter sygnaléw, zadania ukta-
du, zdolno$¢ samoczynnego dopasowywania parametréw i charakterystyk do
zmieniajacych sie wlasciwosci obiektow i zaktocen itp.

Ze wzgledu na ceche (wlasnoéc) liniowosci uklady regulacji automatycznej
dzielimy na:

— liniowe,
— nieliniowe.

Uktad regulacji automatycznej bedziemy nazywaé liniowym, jezeli spelnia
on nastepujaca zasade superpozycji.

DEFINICJA 2

Uktad spetnia zasade superpozycyi, jezeli odpowiedZ na wymuszenie
m

u= Z a;u; (a; — liczby rzeczywiste) (1.1)
i=1

bedgce kombinacjg lintowg wymuszen wuy, ug, ..., Uy, rowna sie kombi-
nacyi liniowey
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m
y= Zaiyi (1.2)
i=1

odpowiedzi Y1, Y2, .., Ym, Przy czym y; jest odpowiedziqg tego uktadu na
WYMUSZENLE U -

Uktady liniowe sa opisane liniowymi réwnaniami algebraicznymi, réznicz-
kowymi (zwyczajnymi lub czastkowymi), roznicowymi, catkowymi — ogoélnie
operatorami liniowymi. Latwo wykazaé¢, ze warunkiem koniecznym, ale niedo-
statecznym, liniowosci uktadu jest liniowos¢ jego charakterystyk statycznych.
Uktad o charakterystyce statycznej y = au+b, dla b # 0 nie spetnia zasady su-
perpozycji. Uktad regulacji automatycznej, ktory nie spetnia zasady superpozy-
cji, nazywaé bedziemy nieliniowym. Uklady nieliniowe sg opisane nieliniowymi
rownaniami algebraicznymi, rézniczkowymi (zwyczajnymi lub czastkowymi),
roznicowymi, catkowymi — ogélnie operatorami nieliniowymi.

Ze wzgledu na liczbe wej$c 1 wyjsé (wielkosci regulowanych) uktady regulacji
automatycznej dzielimy na:

— uktady o jednym wejsciu i jednym wyjsciu,
— uktady o wielu wejsciach i wielu wyjsciach.

Przykladem ukladu o jednym wejsciu i jednym wyjéciu (jednej wielkosci
regulowanej) jest uklad regulacji automatycznej poziomu cieczy w zbiorniku,
ktorego schemat ideowy pokazano na rys. 1.3.

Ze wzgledu na liczbe zmiennych niezaleznych operatoréw opisujacych uktady
te dzielimy na:

— uklady jednowymiarowe,
— uktady wielowymiarowe.

Uktady jednowymiarowe sa opisywane operatorami jednej zmiennej nieza-
leznej, ktora zwykle jest czas ciagly (uktady ciggle) lub dyskretny (uktady
dyskretne). Uklady wielowymiarowe sa opisywane operatorami zaleznymi od
przynajmniej dwoch zmiennych niezaleznych. Przyktadem uktadu dwuwymia-
rowego jest linia dtuga, w ktorej napiecie u(x, t) i natezenie pradu i(x, t) sa
zalezne od czasu t i od odleglosci  od poczatku linii.

Ze wzgledu na charakter sygnatow uktady regulacji automatycznej dzieli-
my na:

— uktady ciagte,
— uktady dyskretne,
— uktady hybrydowe (cigglo-dyskretne).

Uktadami ciggltymi nazywamy ukltady, w ktorych sygnaly maja charakter
ciagly. Dynamiczne uktady ciggte sa zwykle opisane réwnaniami rézniczkowy-
mi zwyczajnymi lub czastkowymi. Ukladami dyskretnymi nazywamy uklady,
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w ktorych sygnalty maja charakter dyskretny. Dynamiczne uktady dyskretne
sa zwykle opisane rownaniami réznicowymi. W uktadach hybrydowych czesé
sygnalow ma charakter ciagly, a czes¢ dyskretny. Na przyktad pomiar pewnych
wielkosci moze by¢ dyskretny, komputer sterujacy moze oddzialywac¢ na proces
tylko w dyskretnych chwilach itp.

Ze wzgledu na zadanie, jakie maja spelnia¢, uktady regulacji automatycznej
dzielimy na:

— uklady regulacji stalowartosciowej (stabilizacji automatycznej),
— uktady regulacji programowej,

— uklady regulacji nadaznej (uktady nadazne lub sledzace),

— uktady regulacji ekstremalne;j.

Uktadami regulacji statowartosciowej nazywamy uktady, ktorych wielkosé
zadajaca yo(t) ma stata wartos¢. Przyktadem ukltadu regulacji stalowartoscio-
wej jest uklad regulacji automatycznej poziomu cieczy w zbiorniku (rys. 1.3)
oraz temperatury w pojemniku (rys. 1.2). Ukladami regulacji programowej
nazywamy uktady, ktorych wielkos¢ zadajaca yo(t) jest znana z gory funkcja
czasu (yo(t) zmienia sie wedtug znanego z gory programu). Przyktadem ukta-
du regulacji programowej jest automatyczna obrabiarka wykonujaca element
o zadanym ksztalcie (profilu). Uktadami regulacji nadgznej nazywamy uktady,
ktorych wielkos¢ zadajaca yo(t) nie jest znanag z gory funkcja czasu, ale zalezy
od zjawisk wystepujacych na zewnatrz ukladu. W uktadzie nadaznym wiel-
kos¢ regulowana y(t) nadaza za zmianami yo(t) (Sledzi zmiany yo(t)). Przykla-
dem uktadu nadaznego jest radarowy uktad artylerii przeciwlotniczej, sledzacy
ruch samolotu. Uktadami regulacji ekstremalnej nazywamy uktady, w ktorych
wielko$ci regulowane przybieraja wartosci ekstremalne. Regulacje ekstremalna
stosuje sie do obiektow o charakterystykach statycznych ekstremalnych, tzn.
bedacych krzywymi majacymi maksima i minima. Przyktadem charakterysty-
ki ekstremalnej jest wykres temperatury ¢ w komorze spalania w zaleznosci
od wartosci strumienia powietrza g,, przy ustalonej wartosci strumienia gazu
palnego g4 1 ustalonej wartosci opalowej tego gazu. Dla réznych wartosci stru-
mienia gazu palnego g4 i réznej wartosci opalowej tego gazu otrzymamy rézne
krzywe (rys. 1.4).

Rys. 1.4. Wykres temperatury w zaleznosci od
warto$ci strumienia powietrza

99> qq

>
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q
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Przy zbyt malym doplywie powietrza nie wystepuje catkowite spalanie gazu
1 czed¢ niespalonego gazu uchodzi wraz ze spalinami do komina. Jezeli na-
tomiast dopltyw powietrza jest zbyt duzy, to nadmiar powietrza niebioracego
udziatu w spalaniu dziata jako czynnik chtodzacy. Istnieje wiec wartos¢ strumie-
nia powietrza gy, przy ktorej temperatura w komorze spalania osigga wartos¢
najwieksza ¢ (rys. 1.4) (przy ustalonej wartosci strumienia gazu g, i ustalonej
wartosci opatowej gazu). W ukladzie regulacji ekstremalnej procesu spalania
gazu regulator tak dobiera warto$¢ strumienia, aby przy danej wartosci strumie-
nia gazu i danej wartosci opatowej tego gazu temperatura w komorze spalania
byta najwyzsza.

Ze wzgledu na zdolno$¢ samoczynnego dopasowania parametréw i charakte-
rystyk do zmieniajacych sie wladciwosci obiektow i zaklocen uktady regulacji
automatycznej dzielimy na:

— uklady adaptacyjne,
— uklady zwykle (nieadaptacyjne).

Uktadami adaptacyjnymi nazywamy uktady majace zdolnogci samoczynnego
dopasowywania parametréw i charakterystyk do zmieniajacych sie wtasciwosci
obiektow i1 zaklocen. Przyktadem ukladu adaptacyjnego jest uktad regulacji
automatycznej kursu samolotu (tzw. autopilot), ktérego parametry samoczyn-
nie dopasowuja sie do zmieniajacych sie¢ wlasciwosci samolotu na skutek zmian
predkosci lotu, gestosci atmosfery, oblodzenia samolotu itp.

Przyjmujac za kryterium jakosci (wskaznik jakosci) uktadow regulacji auto-
matycznej funkcje (), mozemy uklady te podzieli¢ na:

— optymalne,
— nieoptymalne.

Uktadami optymalnymi nazywamy uklady zapewniajace ekstremalna (mak-
symalna lub minimalng) warto$¢ wskaznika jakosci @, a uktadami nieoptymal-
nymi — uktady, ktore nie zapewniaja ekstremalnej wartosci tego wskaznika.

Ze wzgledu na sposob realizacji sterowania uktady dzielimy na:

— uktady jednowarstwowe,
— uktady wielowarstwowe.

W uktadach wielowarstwowych (zwanych réwniez uktadami wielopoziomo-
wymi lub hierarchicznymi) wystepuja przynajmniej dwie warstwy (poziomy).
W typowym ukltadzie wielowarstwowym wystepuje warstwa stabilizacji, war-
stwa optymalizacji (lub adaptacji) i warstwa koordynacji. Regulator najniz-
szej warstwy (poziomu) stabilizacji stabilizuje wielko$¢ regulowana na zada-
nym poziomie, ktéry jest wyznaczony przez regulator warstwy optymalizacji
(adaptacji). Regulator (komputer sterujacy) warstwy najwyzszej koordynuje
wspotdziatanie poszczegolych regulatoréw lokalnych.
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1.3. Zarys tresci ksigzki i jak z niej korzystac

Ksiazka sktada sie z 4 rozdzialow, 4 dodatkow (A, B, C, D) i wykazu litera-
tury. Rozdzial 1 stanowi obszerne wprowadzenie w tematyke ksiazki. Obej-
muje on pojecia podstawowe, istote ukladu regulacji automatycznej, opis li-
niowych ukladéw dynamicznych, metody linearyzacji uktadéw nieliniowych
oraz modele matematyczne uktadéw dynamicznych elektrycznych, mecha-
nicznych, elektromechanicznych, chemicznych, biologicznych i ekonomicznych.
Rozdzial 2 jest po$wiecony modelom matematycznym liniowych ukladow dy-
namicznych ciaglych i dyskretnych w postaci réwnan rézniczkowych, réwnan
stanu oraz modeli AR, ARMA. Omoéwiono tu charakterystyki czasowe, trans-
mitancje operatorowe i widmowe, charakterystyki czestotliwosciowe oraz pod-
stawowe cztony dynamiczne.

Modele matematyczne nieliniowych uktadéw dynamicznych opisano w roz-
dziale 3. W rozdziale 4 wprowadzono pojecie plaszczyzny fazowej, portretu
fazowego i ich zastosowania do analizy uktadéw nieliniowych, osiagalnosé, ste-
rowalno$é¢ i obserwowalnos¢ uktadéw liniowych ciaglych i dyskretnych, zera
i bieguny uktadow liniowych, posta¢ Smitha i MacMillana macierzy transmi-
tancji operatorowych oraz rézne postacie kanoniczne macierzy uktadéw linio-
wych.

W dodatku A podano podstawowe wiadomosci z rachunku macierzowego,
a w dodatku B zebrano podstawowe wiadomogci dotyczace rézniczkowania ma-
cierzy, rownan rézniczkowych i réznicowych oraz obliczania pochodnych Liego.
Dodatek C' zawiera podstawy rachunku operatorowego opartego na przeksztal-
ceniu Laplace’a i przeksztatceniu Z . W dodatku D omoéwiono elementy logiki
i metody dowodzenia twierdzen.

Wyktadany materiat jest ilustrowany licznymi przyktadami. Na koiicu roz-
dziatéw znajduja sie zadania do samodzielnego rozwigzywania wraz, w wiekszo-
$ci przypadkow, z odpowiedziami i wskazoéwkami. Ksiazka obejmuje podstawo-
we zagadnienia teorii sterowania zaréwno uktadéw liniowych, jak i nieliniowych.
Szczegolna uwage zwrocono na mozliwos¢ numerycznej realizacji algorytmow
na komputerze, zwlaszcza w programie MATLAB.

Ksiazka zawiera podstawy teorii sterowania i jest przeznaczona przede wszyst-
kim dla studentéw studiéw inzynierskich, magisterskich i czesciowo doktoranc-
kich kierunkéw technicznych, takich jak elektrotechnika, elektronika i mecha-
tronika, automatyka i robotyka, mechanika, informatyka.

Przyblizony podzial materialu zgodny z programem poszczegdlnych rodza-
jow studiow pokazano na rys. 1.5. Na rysunku tym sa wyodrebnione dwie $ciezki
studiowania odpowiadajace studiom inzynierskim i magisterskim. Stuchacz stu-
diow doktoranckich powinien material tej ksiazki traktowaé¢ jako wprowadzenie
do samodzielnych studiéw i przewodnik po literaturze przedmiotu.
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Inzynierskie Magisterskie

4.2.7-4.2.10

Rys. 1.5. Sciezki studiowania

Kazdy student, niezaleznie od poziomu na jakim studiuje, powinien zwroécié
uwage na nastepujace elementy:

— sformutowanie zagadnienia,
— warunki istnienia rozwiazania zagadnienia,
— algorytmy (procedury) wyznaczania rozwigzania.

W sformutowaniu zagadnienia szczegdlna uwage nalezy zwroci¢ na:

— zalozenia upraszczajace model procesu lub zagadnienia,
— jakie wielkosci lub/oraz parametry sa dane (znane),
— jakie wielkosci lub/oraz parametry sa poszukiwane (niewiadome).

Przy formutowaniu warunkoéw istnienia rozwigzania zagadnienia szczegblnag
uwage nalezy zwrdci¢ na:

— czy podane warunki sa tylko dostateczne, czy tylko konieczne lub wreszcie
konieczne i dostateczne,

— metody dowodu tych warunkéw.
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Algorytmy (procedury) wyznaczania rozwigzania zagadnienia jest wygodnie
podawaé¢ w postaci kolejnych krokéw oraz nalezy zwrdcié uwage na mozliwosé
ich realizacji numerycznej na komputerze np. w programie MATLAB. Przy po-
rownywaniu réznych algorytmoéw istotna jest ich ogbélnosé, prostota i ztozonosé
obliczeniowa.

1.4. Opis liniowych ukfadéw dynamicznych

Wtasnosci liniowych uktadéw dynamicznych mozna opisywaé w rézny, nie za-
wsze rOwnowazny, sposob. Do najczesciej stosowanego opisu zaliczamy opis za
pomocy rownan rozniczkowych, wynikajacych z odpowiednich praw fizyki. Ru-
gujac z réwnan tych pewne zmienne, mozemy otrzyma¢ réwnania rézniczkowe
odpowiedniego rzedu, na ogdl wyzszego niz pierwszy, opisujace zmiany w cza-
sie wybranej wielkodci. Mozemy tez, wybierajac odpowiednia liczbe zmiennych,
rOwnania te zapisa¢ w postaci uktadu réwnan rézniczkowych pierwszego rzedu.
Pokazemy to na prostym przyktadzie obwodu elektrycznego, ktérego schemat
pokazano narys. 1.6. W obwodzie tym dane sa rezystancje Ry, Ro, indukcyjnosé
L cewki, pojemnos$¢ C kondesatora oraz zmienne w czasie napiecia zrodtowe
€11e€9.

Rys. 1.6. Schemat obwodu elek-

trycznego

Qr
)

€1

Niech interesujacymi nas wielkosciami w tym obwodzie beda prady i1, 4o
oraz napiecie uc na kondensatorze. Korzystajac z praw Kirchhoffa, mozemy
dynamike tego obwodu opisa¢ réwnaniami

diy

_ i — L— — P
€1 Rlz dt R27/2 0
es +uc — Roto =0 (13)
. du
11 — 12 — Cd—tc =0

Rugujac z rownan (1.3) prad ie oraz napiecie uc, otrzymamy réwnanie roz-
niczkowe opisujace zmiany w czasie pradu iy
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d2’i1 4 (R1 1 >di1 ( 1 4 R1 > €1 d61 d62

2 "\ "me) @ T\ T e

Aby wyznaczy¢ z réwnania rozniczkowego (1.4) przebieg pradu 41, musimy
znaé wartosci napie¢ zrodtowych e i es, parametry obwodu Ry, Ry, L i C oraz
warunki poczatkowe w chwili ¢

diq

i1(to) = 410, Wier 111 (1.5)
=10

Rugujac natomiast z rownan (1.3) prad iy oraz prad i, otrzymamy rownanie
rozniczkowe opisujace zmiany w czasie napiecia uc
d2uc RiRyC' + L duc Ro + Ry
5+ + uc =
dt RoLC  dt Ry LC
(&1 Rl + R2 1 d62
= — 76 _——
LC  RyLC ° RoC dt

(1.6)

W celu wyznaczenia z réwnania rozniczkowego (1.6) przebiegu napiecia uc
musimy znaé wartosci napie¢ zréodtowych e; i eo, parametry obwodu Ry, Ra, L
i C oraz warunki poczatkowe w chwili £y

uc(to) = uco, = uci (1.7)

Z kolei rugujac z rownan (1.3) prad i; oraz napiecie uc, otrzymamy roéwnanie
rozniczkowe opisujace zmiany w czasie pradu 4o

d%y (R 1\ diy 1 Ry \ .
W‘F(T‘F@)E"F(E"Fm)w:
o €1 R1d62 d2€2

T ReLC  RoLdt  R,dt?

(1.8)

Do wyznaczenia z rownania rozniczkowego (1.8) przebiegu pradu i musimy
zna¢ rowniez wartodci napieé¢ zZrodtowych e; i eo, parametry obwodu Ry, Ra, L
i C oraz warunki poczatkowe w chwili ¢g

dig
in(to) = oo,  —2 =i 1.9
2(to) = i20 Tty 2 (1.9)

Zauwazmy, ze rownanie charakterystyczne rownan roézniczkowych (1.4), (1.6)

i (1.8) ma taka sama postac

2+ R1R2C+LS Ry + Ry
Ry LC Ry LC

=0 (1.10)

Zalezy ono od struktury i parametréow R, Ro, L i C' obwodu, a nie zalezy
od wielkosci, ktéra wyznaczamy.
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UWAGA 1. Zauwazmy, ze znajgc wartoSci napieé Zrodtowych ey, es, para-
metry Ry, Ro, L 1+ C, chwilowe napiecie uc oraz prgd i1, mozemy wyznaczyé
dowolne napiecie 1 prad w tym obwodzie.

Na przyklad z drugiego z réownan (1.3) mamy iy = R% (e2 +uc). A wiec
znajac Ro, uc i e2, mozemy wyznaczy¢ io. Podobnie, znajac prad ¢;, moze-
my wyznaczy¢ napiecie na rezystorze R; réwne Rji; oraz napiecie na cewce
uy = L%l.

Przyjmujac za zmienne stanu napiecie uc oraz prad i1, po wyrugowaniu
pradu ig z rownan (1.3), otrzymamy uktad réwnan rézniczkowych pierwszego
rzedu postaci

1 1 1
I 0 ————
d R,C  C RyC
a 1{0 _ 2 I%C n 2 €1 (1.11)
dt 5 1 R, 11 l _l €2
L L L L

Niech poszukiwana wielkoécia w tym obwodzie bedzie prad io, okreslony réw-
naniem

=g o]+ b &1L

Napiecie uc oraz prad i;, ktérych znajomosé wartoéci w dowolnej wybranej
chwili g, uc(to), i1(tg) oraz napie¢ zrodtowych e i eg i parametrow obwodu
Ry, Ro, L, C' wystarczy do wyznaczenia dowolnych napiec¢ i pradéw w dowolnej
chwili ¢ > g, nazywamy zmiennymi stanu tego obwodu i oznaczamy przez
i x9. Korzystajac z tych zmiennych stanu, réwnania (1.11), (1.12) mozemy
napisa¢ w postaci

= Ax + Bu (1.13)
y=Cz+ Du (1.14)
przy czym
o 1 1
dz T uc ail a2 R,C C
L= —" L= = . 9 A= -
dt T2 i1 a1 a2 1 R
L L L
0 1
b b RyC " ur] e
ba1 b2 1|’ () e |

SIE
h
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C=la cz}z[Rig 0]’ D=la dﬂ:{o RLJ

a warunek poczatkowy ma postaé

uc (to)
i1(to)
Rownanie (1.13) nazywamy rownaniem stanu, a rownanie (1.14) réwnaniem

wyjscia. Znajac wymuszenie w dla ¢ > ty oraz warunek poczatkowy (1.15),
mozemy wyznaczy¢ rozwigzanie rownania rézniczkowego (1.13) ze wzoru

g = ZB(to) = [ (115)

t
x(t) = Aty [ A7) Buy(r)dr (1.16)

to

a nastepnie, podstawiajac (1.16) do rownania (1.14), wyznaczy¢ poszukiwana
wielkosé

t

y(t) = CeAlt=t0) g, 4 / Ce=7) Bu(r)dr + Du(t) (1.17)
0

Pierwsza sktadowa

y.(t) = CeAlt=10) g (1.18)

okresla sktadowa swobodna, wywotana niezerowymi warunkami poczatkowymi,
a druga sktadowa

Yo (t) = /0 t CeA=") Bu(r)dr + Du(t) (1.19)

sktadowa wymuszona wywolana zewnetrznym wymuszeniem u. Réwnanie cha-
rakterystyczne macierzy A rozpatrywanego obwodu ma postaé

1 1
Sh—— =
RC O , RiRC+L Ry+Ry
ct [Is — 4] 1 LB SR N o R TN I's
L ST

i pokrywa si¢ z rownaniem charakterystycznym (1.10) rownan rézniczkowych
(14), (1.6) i (1.8).

Korzystajac z analogii istniejacych miedzy obwodami elektrycznymi a ukta-
dami mechanicznymi, hydraulicznymi, pneumatycznymi, biologicznymi, ekono-
micznymi itp., mozemy dynamike tych uktadéw opisa¢ odpowiednimi réwnania-
mi rézniczkowymi na podstawie odpowiednich praw rzadzacych tymi uktadami
oraz dokonaé¢ redukcji niektérych zmiennych z tych réwnan. Wybierajac od-
powiednie zmienne za zmienne stanu, mozemy dynamike tych ukladéw opisaé
rownaniami stanu postaci (1.13), (1.14). Przechodzac do przypadku ogolne-
go, wprowadzamy nastepujace wazne pojecia stanu: wektora stanu i zmiennych
stanu.
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DEFINICJA 3

Stanem uktadu (procesu) nazywamy zbior liniowo niezaleznych wielkosci
X1, X2, ..., Ty okreslajgcych w petni skutki przesztych oddziatywan (t < to)
na uktad, ktory jest wystarczajgcy do wyznaczenia przebiegow chwilowych
dowolnych wielkosci w tym uktadzie dla t > tg, gdy znane sq wymuszenia
1 parametry tego obwodu. WielkoSci x1, xa, ..., Ty nazywamy zmiennymi
stanu, a wektor x = [z1, 2, ..., wn]T wektorem stanu tego uktadu.

Za zmienne stanu mozna wybra¢ rézne wielkosci w uktadzie. W liniowych
obwodach elektrycznych najczesciej za zmienne stanu przyjmuje sie napie-
cia na kondensatorach i prady w cewkach. Mozna za zmienne stanu wybrac tez
tadunki (¢ = Cuc) kondensator6w i strumienie magnetyczne (¥ = Li)
cewek.

Wtasnosci dynamiczne uktadow liniowych o statych parametrach mozna réw-
niez opisa¢ za pomoca transmitancji operatorowych, charakterystyk czestotli-
wosciowych i charakterystyk czasowych. Nalezy podkresli¢, ze nie wszystkie te
opisy sa w pelni réwnowazne. Pelng informacje o wtasnosciach dynamicznych
uktadu daje uktad réwnan rézniczkowych napisanych na podstawie praw rza-
dzacych tym uktadem oraz opis za pomoca rownan stanu (1.13), (1.14). Czesto
w procesie eliminacji pewnych zmiennych z uktadu réwnan rézniczkowych tra-
cimy istotne informacje o wtasnosciach dynamicznych uktadu (patrz p. 4.2.11
Dekompozycja Kalmana uktadow liniowych).

1.5. Uktady statyczne oraz dynamiczne stacjonarne
i niestacjonarne

Uktady (modele) mozna definiowa¢ roznie. Nizej sa przedstawione dwie najcze-
Sciej spotykane definicje. Pierwsza z nich o charakterze ogélnym, podana przez
J. Willemsa [198] nie wymaga poje¢ wejscia i wyjscia i jest oparta na pojeciu
zachowania (trajektorii), stad jej nazwa — behawiorystyczna.

1.5.1. Behawiorystyczna definicja uktadu

Niech R bedzie zbiorem (cialem) liczb rzeczywistych, a RP*? zbiorem macierzy
o wymiarach px ¢ i elementach ze zbioru R. Oznaczmy litera Z zbior liczb catko-
witych, a litera Z — zbior liczb catkowitych nieujemnych, Z; := {0, 1, 2, ...}.

DEFINICJA 4
Uktadem S nazywamy nastepujgcq trojke:

S:={T, W, B}
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gdzie T jest zbiorem chwil czasowych, W jest zbiorem (przestrzeniq) war-
tosci sygnatow, za pomocqg ktorych otoczenie oddziatuje na uktad i uktad
oddziatuje na otoczenie, B jest zbiorem trajektorii w := T — W spetnia-
jacych prawa rzqdzgce tym uktadem i okreslajgce zachowanie tego uktadu.

Zbior T jest zwykle podzbiorem (przedzialem) liczb rzeczywistych R lub
liczb catkowitych Z, np. T'= Z,. Uktad nazywamy ciagtym, jezeli T'= R, oraz
odpowiednio dyskretnym, jezeli T' = Z. Prostym przykladem ciggtego uktadu
dynamicznego jest dwojnik RLC, pokazany na rys. 1.7.

Ur UL Uc
Rz L~
— ~ N ||

Rys. 1.7. Schemat obwodu elektrycz-

. @ nego

W tym przypadku T' C R, W jest zbiorem wartosci, jakie przybieraja napie-
cia na poszczegélnych elementach R, L, C' i natezenie pradu w tym dwojniku,
a B jest zbiorem przebiegéw czasowych tylko tych napie¢ ugr, ur, uc na ele-
mentach R, L, C oraz natezenia pradu ¢, ktore spetniaja réwnania

y
e:Ri—l—Ld—z—l—uc, up = Ri,

(1.20)
u—Lﬁ u—l/t i(r)d
L dta C_C - T)dT

Szeroka klase liniowych uktadéw dynamicznych mozna opisa¢ rownaniem

R(p)w =0 (1.21)
gdzie
R(p):=R,p"+ R,_1p" '+ ...+ Rip + Ry,
RZ'ERqu, 1=0,1, ..., n

p jest operatorem rozniczkowania p = s, sf = %, dla uktadow ciagltych, oraz
operatorem réznicowania p = z, zf(i) = f(i + 1), dla ukladow dyskretnych,
W = R? (zbiér g-wymiarowych wektorow o sktadowych ze zbioru R), a zbior
B jest okreslony nastepujaco:

B :={w: T+~ R? spemliajacych rownanie 1.21 dla kazdego ¢ € T}
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DEFINICJA 5
Model okreslony réwnaniem (1.21) nazywamy modelem typu AR (autore-
gresyjnym) uktadu dynamicznego.

Wazna klase modeli uktadéw dynamicznych tworza modele wejsciowo-wyj-
gciowe, w ktorych wyrozniono zbior sygnatow wejsciowych U C R™ i zbior
sygnatow wyjsciowych Y C RP. Wielkosci uy, ua, ..., Uy, okreslajace oddzia-
tywanie otoczenia na uktad, nazywa¢ bedziemy wymuszeniami lub sygnatami
wejsciowymi, a miejsca ich oddzialywania — wejsciami uktadu.

Wielkosci y1, y2, ..., yp, okredlajace oddziatywanie ukladu na otoczenie,
nazywaé bedziemy odpowiedziami lub sygnatami wyjsciowymi, a miejsca ich
oddzialywania — wyjsciami uktadu (rys. 1.8). Te klase liniowych ukladow dy-
namicznych mozna opisa¢ réwnaniem

P(p)y = Q(p)u (1.22)
gdzie
P(p) = Pnlpnl +Pn1—1pnl_1 + ... +P1p+P07
P,cRF>P =01, ....m
Qp) = Q,,p" + Qng—mnrl +...+ Qip+ Qo
Q, cRF>™ i =0,1, ..., ny
Uy U1
u
wi=| " |evcrm,  yi=|"|eycrr
Um, Yp

a p jest okreslone w ten sam sposob jak w rownaniu (1.21).

Wejscie Wyjscie
Uq Y1
Y2 Uktad Y2 Rys. 1.8. Schemat blokowy ukladu dy-
dynamiczny : namicznego
Um . . Yp
DEFINICJA 6

Model okreslony réwnaniem (1.22) nazywamy modelem typu ARMA (ang.
AutoRegressive Moving Average).
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Na przyktad rownania w postaci operatorowej dwojnika RLC z rysunku 1.7
mozna napisa¢ nastepujaco

001 R+sL

Loo —r |[Y® !

- Ur 0

_ _ E 1.23
010 le Ue 0 (1.23)
001 —— I 0

sC

gdzie Ug, Ur, Uc, I i E sa transformatami Laplace’a odpowiednio up, ur, uc,
w oraz e. W réwnaniu (1.23) nie sa uwzglednione warunki poczatkowe dwoéjnika.

UWAGA 2. Zauwazmy, ze réwnanie (1.22) stanowi przypadek szczegdlny réw-
nania (1.21) dla

w = [z] oraz R(p):=w:=[P(p) —Q(p)]

1.5.2. Relacyjna definicja uktadu

Uktad mozna zdefiniowa¢, podajac na przyklad zaleznosci miedzy elementami
wyrdznionych zbioréw, ktore charakteryzuja obserwowane wtasnosci (cechy)
badanego procesu (zjawiska).

DEFINICJA 7

Uktadem nazywamy nastepujacq trojke (U, Y, F), gdzie U jest zbio-
rem wejsé, Y jest zbiorem wyjsé, a F' jest zbiorem odwzorowari (operacyi,
funkcji, transformacii) okreslonych na zbiorze U i przyjmujgcych wartosci

w zbiorze Y (y = f(u),ucU,ycY, feF).

Zbior wejs¢ U obejmuje w przypadku ogélnym zbior sterowan, zbiér zaklo-
cen i zbior warunkéw poczatkowych. Uktad nazywamy liniowym, jezeli U i Y
sa przestrzeniami liniowymi, a F' jest zbiorem operacji liniowych. W wypadku
przeciwnym uklad nazywamy nieliniowym. Uktad taki nie spelnia zasady su-
perpozycji (definicja 2). Niech U = (u : T'— W) bedzie przestrzenia funkcji
okreslonych na zbiorze T' o warto$ciach w zbiorze W, gdzie T jest zbiorem
(liniowo uporzadkowanym) chwil, a W, jest zbiorem wartosci sterowan. Ana-
logicznie, niech Y = (y : T +— W) bedzie przestrzenia funkcji okreslonych na
zbiorze T o wartosciach w zbiorze W, gdzie W, jest zbiorem wartosci wyjsc¢
(odpowiedzi). Jezeli T jest potprosta lub odcinkiem osi liczb rzeczywistych, to
uktad taki nazywamy ukladem ciaglym (doktadniej ciaglym w czasie), a jezeli
T jest zbiorem liczb calkowitych lub liczb caltkowitych nieujemnych, to uktad
nazywamy ukladem dyskretnym (dokladniej dyskretnym w czasie). Uktad na-
zywamy statycznym wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego u € W, zachodzi
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y = f(u) € W,. W ukladzie statycznym wartos¢ odpowiedzi y w chwili ¢
zalezy wylacznie od wartodci wymuszenia u w tej samej chwili, nie zalezy na-
tomiast od wymuszenn w innych chwilach oraz warunkéw poczatkowych uktadu.
Przyktadem uktadu statycznego jest czwornik zlozony tylko z rezystancji nie-
zaleznych od czasu. Wyjscie (odpowiedz) tego czwornika w kazdej chwili zalezy
tylko od wejscia (wymuszenia) w tej samej chwili.

DEFINICJA 8

Uktadem dynamicznym nazywamy nastepujgcqg tréske (U, X, Y, f1, fa),
przy czym U jest przestrzeniq sterowari, U = (u : T — Wy,), T jest zbio-
rem chwil, W, jest zbiorem wartosci sterowan, X jest przestrzeniq sta-
now, Y = (y: T — W) jest przestrzeniq odpowiedzi, W jest zbiorem
wartosci odpowiedzi, 1 : X xU xT xXT — X jest funkcjqg przejscia stanu
w stan, a fo: X X Wy x T — Wy jest funkcjg wyjscia (odpowiedzi).

Jezeli dany jest stan poczatkowy x(tg) = x¢ (to € T jest chwila poczatkowa)
oraz chwilowe wartosci sterowania wu(t) dla t > to, to stan uktadu x(t) jest
okreslony zaleznodcia

z(t) = fi(zo, u(?), to, t), t>to (1.24)
a odpowiedz uktadu y(t) odpowiednio zaleznoscia

y(t) = fo(x(t), u(t), t), t > to (1.25)

Rownanie (1.24) okresla stan ukladu, a rownanie (1.25) odpowiedz (wyjscie)
uktadu dynamicznego.

Trajektoriag uktadu na odcinku [tg, ¢1] nazywamy nastepujacy podzbior ilo-
czynu kartezjanskiego X x T {(x(t), t) € X x T, t € [to, t1]}, a trajektoria fa-
zowa ukladu na odcinku [tg, t1] nazywamy podzbior {x(t) € X, ¢ € [to, t1]}.
Trajektoria fazowa jest wiec rzutem trajektorii uktadu na przestrzen stanu X.
Uktad dynamiczny nazywamy liniowym wtedy i tylko wtedy, gdy

f1 (aacl + bxs, auy + bus, t1, tg) = af1 (acl, u, t1, tg) + (1.26)
+0f1 (x2, ug, ty, t2)

dlaa,beR, x1, x3 € X, uy, uo € U, t1, to € T oraz
f2 (aacl + bxs, au + bus, t) = afl (ml, uy, t) + bfl (mz, U9, t) (1.27)
dlaa,be R, o, 29 € X, uy, us € U, t € T. Uklad dynamiczny nazywamy
stacjonarnym wtedy i tylko wtedy, gdy
file,u, t1+ 7, to+7)=f (2, u, t1, ta) (1.28)
dla ze€ X, welU, t,ty, 7T
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oraz
folx,u, t+7)=fo(x,u, t) dla xeX, uweW,, t,7€¢T (1.29)

W wypadku przeciwnym ukltad dynamiczny nazywamy niestacjonarnym.
W uktadzie niestacjonarnym funkcje f; i fy zaleza jawnie od zmiennej ¢ (para-
metry ukladu zalezg od czasu). Przyktadem uktadu dynamicznego stacjonarne-
go jest obwod przedstawiony na rys. 1.6. Jezeli rezystancja R (lub indukcyjnosé
L, pojemnosc C) zalezataby od czasu t, to obwod ten byltby przyktadem ukladu
dynamicznego niestacjonarnego.

1.6. Linearyzacja uktadéw nieliniowych

Linearyzacja ukladéw nieliniowych nazywamy zastapienie ukltadu nieliniowego
jego liniowym przyblizeniem. Liniowe przyblizenie uktadu nieliniowego powin-
no mozliwie dobrze odwzorowywaé¢ wlasnosci statyczne i dynamiczne uktadu
nieliniowego. Nizej sa omoéwione nastepujace trzy podstawowe metody lineary-
zacji uktadéw nieliniowych:

— metoda rozwiniecia w szereg,
— metoda linearyzacji optymalnej,
— metoda nieliniowego sprzezenia zwrotnego.

1.6.1. Metoda rozwinigcia w szereg

Metoda ta polega na rozwinieciu prawych stron réwnan stanu uktadu nielinio-
wego w szereg Taylora i pominieciu cztonéw nieliniowych tego rozwiniecia.
Wezmy pod uwage uklad nieliniowy opisany réwnaniami

= f(x, u, t), x(0) = xo (1.30)
y=g(x, u,t) (1.31)

gdzie x € R", u € R™, y € RP s3 odpowiednio wektorami stanu, wymuszenia
i odpowiedzi, a

f1($7 u, t) gl($7 u, t)
faw =2 g = [P0 (1.32)
fn(mv U, t) g'fl(m? uv t)

sg nieliniowymi funkcjami wektorowymi rézniczkowalnymi ciagle wzgledem wek-
torow x i w. Niech (x,, u,, y,,) bedzie ustalonym (nominalnym) punktem pracy
uktadu (1.30), (1.31), tzn.

Ty = .f (5171“ 278 t)a Y =9 (mw Uy, t) (133)
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lub punktem réwnowagi (f (@, w,) = 0). Ponadto niech
Ax =x — x,, Au =u — Uy, Ay=y—1y, (1.34)

beda odpowiednio matymi odchyleniami wektoréow stanu, wymuszenia i odpo-
wiedzi od ich wartodci ustalonych. Biorac pod uwage, ze

A =0 — iy =& — f (Tu,ty,t) (1.35)

oraz rozwijajac w szereg Taylora prawe strony rownan (1.30), (1.31) w malym
otoczeniu punktu (x,, u,), otrzymamy

L _of of B
Az =a — [ (xy, Uy, t) = . Az + T g Au+ Ry (z, u, t) =
= A(t)Ax + B(t)Au+ Ry (z, u, t) (1.36)
B _0Og 0g B
Ay=y—g(xy, uy, t)= %x:% Ax + a—um:mu Au+ R, (x, u, t) =
=C(t) Az + D(t)Au+ Ry f (x, u, t) (1.37)
przy czym
oh | Oh
aZL‘l 8.73n
A(t) = g_f = (1.38)
Cizi | 0f . O
o0xq oxy, .
of . on
ouy ouy,
B(t)= | coerieeennn (1.39)
Oh . O
ouy ouy, .
991 g1
o0xq ox,,
cxw=§§ S (1.40)
u=u, | 9% . 9%
o0xq oxy, .
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ouq O,

D(t)z .............. (1'41)
agp 8917
duy Oty T=1xy

sa macierzami w przypadku ogoélnym o elementach zaleznych od czasu ¢,
aRs(x,u,t)i Ry(x, u, t) sa nieliniowymi cztonami rozwinie¢ spelniajacymi
warunki

IRy (z, u, t)| . Ry (2, u, 1)
| Az —0 |Az|| | Aul|—0 |Aul| (1.42)
IRy (x, u, t)] . [ Ry (z, u, t)]
im 2 o ) im 12t = I 1.43
Iaz—0  ||Ax| lAaul—0  [[Aull 14

W przypadku stacjonarnego uktadu nieliniowego, gdy funkcje f i g nie zaleza
jawnie od czasu t, macierze (1.38)+(1.41) sa stale, niezalezne od czasu, tzn.
A(t)=A, B(t)=B, C(t)=C, D(t) = D.
Uktad liniowy
Az = A(t)Ax + B(t)Au (1.44)
Ay = C(t)Ax + D(t)Au (1.45)
)

otrzymany z (1.36), (1.37) przez pominiecie cztonéw nieliniowych Ry (x, u, t
i R, (x, u, t) nazywamy liniowym przyblizeniem ukladu nieliniowego (1.30)
(1.31). Rownania (1.44), (1.45) piszemy zwykle w postaci

= Az + Bu (1.46)
y=Cz+ Du (1.47)

przyjmujac, ze x, w, Yy oznaczaja male odchylenia wektoré6w od ich wartosci
ustalonych (nominalnych).

PRZYKLAD 1

Dla uktadu nieliniowego

i1 =2z —14+e*24u (1.48)

To = —3x9 + T122 + xg + u? (1.49)
Yy =x2+2u (1.50)

wyznaczymy liniowe przyblizenie dla nastepujacych dwoch przypadkow:
a) dla punktu

0
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b) stanu ustalonego uktadu zlinearyzowanego dla u, = 1.

W tym przyktadzie

Nz, U)}

[ —2x1 —1+e*24u
ﬁﬂ$7u)

= 2
—3x2+x1x2—|—x%—|—u2]’ g(x, u) =22 + 2u

floa = |

Przypadek a. Korzystajac z zaleznosci (1.38)+(1.41) i (1.48)=-(1.50), otrzymamy

o o o
Ox1 Oz {—2 1 ] ou {1}
A: = 5 B: =
oL on 0 -3 o 0
L Oz1 Oxo =0 oud z—o
u=0 u=0
C = ﬂ @ :[0 1]7 D = @ =9
[ Oz Ox2 ], _, oul . _,
u=0 u=0

Poszukiwane przyblizenie linjowe uktadu nieliniowego (1.48)-+-(1.50) ma wiec postac

[ij - [_02 —13] Eﬂ + [(1)] u (1.51)
y=1[0 1] [ij +2u (1.52)

Przypadek b. Macierz

A=y

ma wartosci wlasne s; = —2, s = —3. Liniowe przyblizenie (1.51), (1.52) jest wiec
stabilne asymptotycznie. Wektor stanu w stanie ustalonym dla w, = 1 jest réwny

1
2 —117'[1 >
= — -1 = = 2
Ty A" Bu, {0 3} [0] . (1.53)

Korzystajac z zaleznosci (1.38)+(1.41) i (1.48)+(1.50), otrzymamy macierze liniowe
przyblizenia dla

T, =

S N =
S
IS
I
[a—
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Otrzymamy wtedy

Fon Oh o1
A— 8:101 6:102 _ -2 1 ’ B— ou _ |:1:|
o 0 0 -3 o 2
L 833‘1 833‘2 =1 % r1=2
.7)2:(2) '7"2:(2)
[ 09 Og dg
= | = =L =101 D= |— =2
¢ | 0z1 Oz } N [ } 7 [8u "
=0 “2a=0°

Macierze A, C' i D sy takie same jak w przypadku a, inna jest tylko macierz B.
Poszukiwane przyblizenie ma wiec postaé

=10 S]] L) 154

y=1[01] [i{j +2u (1.55)

O

Metode te mozna stosowaé¢ réwniez do linearyzacji nieliniowych uktadéow
dyskretnych.

1.6.2. Metoda optymalnej linearyzacji

Metoda ta polega na takim doborze elementéw macierzy liniowego przybli-
zenia, aby blad $redniokwadratowy réznicy miedzy ukladem nieliniowym
a jego liniowym przyblizeniem dla catego okresu stanu przejsciowego byl mini-
malny.

Niech
A=lagl_ . B=[)
. A . . (1.56)
© =) =1, . p b= [dij} i=1, oy p
j=1, .., n j=1, ..., m

beda stalymi (niezaleznymi od czasu) poszukiwanymi macierzami optymalnego
liniowego przyblizenia (1.46), (1.47) uktadu nieliniowego (1.30), (1.31). Elemen-
ty tych macierzy dobieramy tak, aby blad sredniokwadratowy réznicy miedzy
uktadem nieliniowym (1.30), (1.31) a jego liniowym przyblizeniem (1.46), (1.47)
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dla catego okresu stanu przejsciowego 7" byt minimalny, tzn.

min J; (4, B) = min {/ |Az + Bu— f(z, u, {)|? dt} (1.57)
A, B
min J; (€, D) = min {/ ICz + Du — g(z, u, ) dt} (1.58)
¢, b

Dalsze szczegblowe roAzwaz'ania przeprowadzimy tylko dla przypadku wyzna-
czania macierzy A i B, gdyz rozwazania dla macierzy C' i D sg analogiczne.

Wskaznik jakosci przyblizenia Jq (A, B) dla f(x, u, t) = f mozemy napisac
w postaci

Ji(A, B) = [[|Az + Bu — f|*dt =
T T
. / [Az + Bu — f|T [Az + Bu— fdt = / (" AT Az + (1.59)
0 0
+u'BTBu+ fTf + 22T AT Bu — 22T AT f — 207 BT f) dt

gdyz €T AT f = fT Az i " BT f = fT Bu. Z warunku koniecznego minimali-
zacji wskaznika (1.59)

d.J1(A, B) a1 (A, B)

_ 1, B) _ 1.
0A A=A 0 0B B=8B 0 (1.60)
otrzymamy
~ (T T T
A/ :L':L'Tdt:/ f:ant—B/ ux’dt (1.61)
0 0 0
(T T T
B/ uqut:/ f’u,Tdt—A/ xul dt (1.62)
0 0 0
gdyz
oxT AT Az r 0xTATBu s 0xTATf T
Rozwiazujac réwnania (1.61), (1.62) wzgledem A i B, otrzymamy
. T T -1
A= / (f — Bu)zTdt / zx!dt (1.64)
0 0
. T T -1
B = / (f — Ax)uldt / uu’dt (1.65)
0 0

We wzorach (1.64) i (1.65) po prawej stronie na miejsce macierzy A i B oraz
wektora & podstawiamy odpowiednie macierze i wektor @ otrzymane metoda
rozwiniecia w szereg. Wykazemy, ze jezeli sktadowe wektora & (u) sa liniowo
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niezalezne, to macierz

/OTmdet </0Tuqut> (1.66)

jest nieosobliwa.

Jezeli sktadowe wektora x sa liniowo niezalezne, to dla kazdego niezerowe-

go wektora a € R™ funkcje v(t) = alz(t) nie sa tozsamogciowo réwne zeru

na przedziale [0, 7] i forma kwadratowa zbudowana na macierzy (1.66) jest
dodatnio okreslona, gdyz

T

ol [ /0 Tm(t)acT(t)dtl o= /0 Lozt (Hadt - /0 VX(T)dt > 0

Z zalozenia sktadowe wektora & (zmienne stanu) oraz skladowe wektora u sa
liniowo niezalezne. Tak wiec macierze (1.66) sa nieosobliwe. Wychodzac z za-
leznosei (1.58), w analogiczny sposob jak dla zaleznosci (1.57) otrzymamy

C = /OT(g — Du) zTdt [/()Tacacht] (1.67)

D= /T(g —Cz)uldt [/Tuqutl B (1.68)
0 0

7 powyzszych rozwazan wynika nastepujaca procedura wyznaczania optymal-
nego przyblizenia uktadu nieliniowego.
PROCEDURA 1

Krok 1. Korzystajac z zaleznosci (1.38)+(1.41), wyznaczamy liniowa aproksy-
macje (1.44), (1.45) ukladu nieliniowego (1.30), (1.31).

Krok 2. Korzystajac ze wzoru
t
() = o Atz + / A7) Buy(7)dr (1.69)
0
wyznaczamy rozwiazanie rownania (1.44) spelniajace warunek poczatkowy
x(0) = xo (taki sam jak dla ukladu nieliniowego (1.30), (1.31)).
Krok 3. Korzystajac ze wzorow (1.64), (1.65), (1.67), (1.68), wyznaczamy po-

szukiwane macierze A, B, C, D optymalnego przyblizenia.

PRZYKLAD 2

Dla uktadu nieliniowego
. —2x1 + 2z119 + u?
= [ —2x9 4+ u
g=x2+tu
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wyznaczymy optymalne przyblizenie liniowe w otoczeniu punktu stanu ustalonego dla
u=1,T =11 zerowych warunkéw poczatkowych.
Korzystajac z procedury 1, otrzymamy kolejno:

Krok 1. Liniowe przyblizenie dla zerowych warunkéw poczatkowych ma postaé

-2 0 0
A:[ X _2}, B:M, c=[01], D=1
a dla stanu ustalonego otrzymamy

1

= A"Bu=|1]| A:{—z 0}, B:ﬂ c=[01], D=1

1
2

Krok 2. Dla macierzy

-2 0
=l 5
mamy
—2t
A (S 0
e
oraz
t 1 — —2t
x(t) = /eATBu (t—7)dr = 1 fe_%
0 L 2

Krok 3. Korzystajac ze wzorow (1.64)+(1.68) oraz biorac pod uwage, ze

—4t =2t ]
£(t) - le e +1

—21‘,_1

1
g(t) = —567% +2

T
0,664 —0,46
Tdt _ ) )
/0 re 046 0,38

otrzymamy
- -1
. T T —16,59 —22,48
A= — Bu)xTdt Tat| = ’ ’
/O (f = Bu)z /O i 1 {—22,75 —30,78]

.7 Ve 195
B:/0 (f — Ax)uTdt /Ouqut] :{ 1 }

-1
T T
é:/ (9— Du)z"dt /:c:cht] = [11,37 —15,39]
0 0

) T [T -1
D = / (g — Cx)urdt / uqutl =1
0 0
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1.6.3. Metoda nieliniowego sprzezenia zwrotnego

Metoda ta polega na odpowiedniej zamianie zmiennych i doborze nieliniowe-
go sprzezenia zwrotnego. Wezmy pod uwage uktad nieliniowy o wymuszeniu
skalarnym w i odpowiedzi skalarnej y opisany réwnaniami
= f(x)+g(x)u (1.70)
y = h(x) (1.71)
gdzie € R" jest wektorem stanu.

Niech dla tego uktadu istnieje gtadkie przeksztatcenie zmiennych stanu
z = P(x) takie, ze

Z1 = 2o, 29 = 23, ey Zn_1 = Zn, Zp = CL(Z) + b(z)u (172)
gdzie a(z) i b(2) sa skalarnymi funkcjami wektora z = [z1, 22, ..., zn|" . Prayj-
mujac sprzezenie zwrotne w postaci

1
u = b2) (v—-a(z)) (v - nowe wymuszenie) (1.73)
z

z zalezmosci (1.72) otrzymamy nastepujacy uktad liniowy

21 0 1 0] [ = 0
22 001 0| | #2
= | et : + 0 v
St 0 00 L2, .
5 000 .
czyli
z2=Az+bv (1.74)
gdzie
010 - 0 0
0 1 0
A: ------------- 5 b:
0 00 1
000 1
Podstawiajac 2 = P~ !(z) do (1.73), otrzymamy poszukiwane sprzezenie
zwrotne

u= 7)) (v—a(P @) (1.75)
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v 1 u x =f(x) + g(x)u Vil = Y
>—> bP) [+ V= hx) & >>z=Az+bv|—>
X
a(P~'(x))
b(P~(x))

Rys. 1.9. Schemat blokowy uktadu z nieliniowym sprzezeniem zwrotnym

Latwo sprawdzi¢, ze para (A, b) jest sterowalna (patrz definicja 67 na s. 228).
Otrzymany uktad z nieliniowym sprzezeniem zwrotnym (1.75) we wspoirzed-

nych z1, z9, ..., z, jest sterowalnym uktadem liniowym (rys. 1.9).
PRZYKLAD 3
Dany jest ukltad nieliniowy
& = ax? + o (1.76)
By = —20%23 — 2ax1w9 + az123 +u (1.77)
Yy = (1.78)

Nowe zmienne wybieramy z; = x, 2o = ax? + 1, czyli

2 ) -
= = = P
z _Z2:| Lw% + x2 | (m)

Przeksztalcenie to jest odwracalne, gdyz o1 = 21, 12 = 23 — az?, czyli

_xl Z1 | 1
xr = = == P
$2:| |:ZQ — az%_ (Z)

Uktad nieliniowy (1.76)+(1.78) w nowych zmiennych przyjmuje posta¢
Z21 =11 :ax%—%xg:,zz
29 = 2ax1%1 + To = 2a11 (ax% + xg) — 2a2xf — 2ar1r9 + axlxg +u=

=az (22— a 212)2+u

czyli
21 =29 (1.79)
2y = az (22 — azf)2 +u, a(z)=az(z2—a zf)z, b(z) =1 (1.80)
y=2z (1.81)

Zgodnie z zaleznoscig (1.75) poszukiwane sprzezenie zwrotne ma postaé

1
:m(

v—a(z))=v—az(22—a zf)Q =v —ax 23 (1.82)
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Uktad nieliniowy (1.76)+(1.78) z nieliniowym sprzezeniem zwrotnym (1.82) we wspot-
rzednych zj, zo jest ukladem liniowym opisanym réwnaniami 23 = zo, 29 = v,
Y=z O

1.7. Modele uktadéw dynamicznych

Przystepujac do budowy modelu matematycznego danego procesu (uktadu),
czyli do napisania réwnan matematycznych opisujacych ten proces, nalezy
przede wszystkim sprecyzowaé wszystkie zatozenia upraszczajace, okresli¢ za-
kresy zmian poszczegélnych parametrow i wielkosci oraz dokonaé¢ wyboru zmien-
nych opisujacych ten proces. Nalezy podkresli¢, ze wybér tych zmiennych nie
jest jednoznaczny, istnieje wiele réwnowaznych sposobéw wyboru zmiennych
opisujacych rozpatrywany proces. Nastepnie korzystajac z odpowiednich praw
fizyki (takich jak podstawowe prawa mechaniki, prawa obwodow elektrycznych,
réwnania bilansu masy i energii), chemii, biologii, ekonomii itd., piszemy row-
nania wigzace zmiany w czasie procesow, zachodzace pod wplywem zewnetrz-
nych oddziatywan lub nagromadzonej w uktadzie energii (niezerowych warun-
kow poczatkowych lub brzegowych). W przypadku ukladow ztozonych z ele-
mentéw o roéznej naturze fizycznej, np. uktadéw elektromechanicznych, przy
wypisywaniu réwnani dynamiki wygodnie jest skorzysta¢ z zasady Hamilto-
na, zwanej rowniez zasada ekstremum dziatania. Sposoby ukladania réwnan
dynamiki opisujacych uklady o parametrach skupionych i roztozonych obja-
$nimy na prostych przyktadach tych ukladéw o roznej naturze fizycznej (elek-
trycznej, mechanicznej, elektromechanicznej) wystepujacych w technice, biolo-
gii, ekonomii itp.

1.7.1. Ukfady elektryczne

W uktadach (obwodach) elektrycznych nieliniowych za zmienne stanu wygodnie
jest przyja¢ tadunki na kondensatorach i strumienie skojarzone cewek, a w li-
niowych — napiecia na kondensatorach i prady w cewkach.

R Ry
L I
€1
—
u L u R C—lu uc u
L 3 m— x=| N
ey L
—
i i3 ic
WO\ O\
lavi
N N
=21 (=7)

Rys. 1.10. Obwdd elektryczny: schemat elektryczny i schemat blokowy
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Metoda bezposrednia uktadania réwnan dynamiki uktadéow elektrycznych
jest metoda oparta na pierwszym i drugim prawie Kirchhoffa. Metoda ta polega
na napisaniu na podstawie praw Kirchhoffa odpowiednich réwnan i przeksztal-
ceniu ich do postaci rownan stanu. Istote tej metody objasnimy na przyktadzie
obwodu elektrycznego, ktérego schemat podano na rys. 1.10. Za zmienne stanu
przyjmujemy napiecie uc na kondensatorze i prad ¢y, w cewce, a za odpowiedz
— napiecie v na oporniku o rezystancji R3. Wymuszeniami w tym obwodzie sa
napiecia zrodlowe e; i e5. Na podstawie pierwszego i drugiego prawa Kirchhoffa
dla obwodu tego mozemy napisaé¢ réwnania

i, +ic —1i3 =0 (1.83)

di
€1 — L% — Rl’iL — Rgig =0 (1.84)
€y —uc — Rgic - R3i3 =0 (185)

Biorac pod uwage, ze

d
ic = O% (1.86)

oraz korzystajac z rownania (1.83), rugujemy z réwnan (1.84) i (1.85) prady
ic 1 13. Otrzymamy wowczas

de dug

L . . _
el_Lﬁ_RlzL_RS <1L+CF> =0 (187)
dug . dug
_ — -~ _ ) = 1.
ey —uc — RyC 1 R3 (’LL +C 1 ) 0 ( 88)
Z rownania (1.88) mamy
duc 1 Rs . 1
- _ — + 1.89
at (Ro+ R3)C ' (Ro+ Ry)CF " (Ro + Ry) O (1.89)

Podstawiajac zaleznosé¢ (1.89) do réwnania (1.87), otrzymamy

dﬂ _ R3 o Ry (Rz + Rg) + RQRgZ, n
dt  (Ro+R3)L © (Ro+Ry) L *
1
+ e — R (1.90)

L (Ro+ Ry L™

Zapisujac rownania (1.89), (1.90) w postaci jednego réwnania macierzowego,
otrzymamy
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_ 1 - Rs3
d juc| | (B2+R3)C (R2 + R3) C uc| |
dt | ip, R3 _R1 (Ry + R3) + RaR3 ir,
(RQ —I—Rg)L (RQ —I—Rg)L
1
(RQ +R3)C el
1.91
+ 1 R e (1.91)

L (Ry+R3)L
Z poréwnania rownania (1.91) z rownaniem & = Ax + Bu wynika, ze w tym

przypadku & = [Z;C], macierze A i B sg réwne
L

i 1 Rs3
A (RQ + R3) C (RQ + R3) C
R3 Ry (RQ + Rg) + RoR3
| (Ro+R3)L  (Ry+Rs)L
_ ; 1
B_ (R2 + R3) C
1 R3
| L  (Ry+Rs)L

Aby wyznaczy¢ rownanie wyjscia y = Cx+ Dwu oraz elementy macierzy C' i D
dla tego obwodu, na podstawie drugiego prawa Kirchhoffa, piszemy réwnanie

d
u:ﬂ@—m0%§+@ (1.92)

Podstawiajac zaleznosé (1.89) do réwnania (1.92), otrzymamy nastepujace row-
nanie wyjscia
Rs RoR3 . Rs
— uc + i+ e
Ro+Rs ¢ Ro+ Ry Ro+Ry’

u =

W tym przypadku macierze C'i D s3 réwne

C—[— R3 RoR3 ]
N Ry + Rs Rs+ R3 ’
D:|:0 &}

Rs + R3

W wielu przypadkach metoda wygodniejsza i szybsza od oméwionej wyzej me-
tody bezposredniej, jest metoda wlaczania idealnych Zrodet napiecia i pradu,
podana w [115].
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1.7.2. Ukfady mechaniczne

W uktadach mechanicznych za zmienne stanu wygodnie jest przyja¢ wspotrzed-
ne okreslajace polozenia poszczegolnych cial oraz predkosci tych cial. Metoda
bezposrednia uktadania réwnan dynamiki uktadéw mechanicznych jest metoda
oparta na prawach Newtona (lub na zasadzie d’Alamberta).

X3

'

X

ki ky

—\WWW- m —\WWW\~ m,

f(t)

LT T T T T T T T T T [ T T T T T T T T T T T T T T T T T T

Rys. 1.11. Uktad mechaniczny ztozony z dwoch cial o masach my i mo oraz z dwoch
sprezyn

Metoda ta polega na napisaniu na podstawie praw Newtona odpowiednich
rOwnan i przeksztalceniu tych réwnari do postaci réwnari zmiennych stanu.
Istote tej metody objasnimy na przyktadzie prostego uktadu mechanicznego,
zlozonego z dwoch ciat o masach odpowiednio my i mo i dwoch sprezyn o wspot-
czynnikach sprezystosci kq i ko (rys. 1.11). Zakladamy, ze na cialo o masie mo
dziala sila zewnetrzna f(t), a opory tarcia cial sg proporcjonalne do predkosci,
przy czym ri i ro sa wspolczynnikami tarcia odpowiednio ciala o masie m;
i mo. Wymuszeniem w tym przypadku jest sita zewnetrzna f(t), a za zmienne
stanu przyjmujemy:

x1 — wspolrzedng okreslajaca potozenie ciata o masie myq,
x9 — predkosé ciata o masie my (zo = 1),
xs — wspoOlrzedng okreslajaca potozenie ciata o masie mo,
x4 — predkosé ciata o masie my (x4 = &3).

Niech wektorem odpowiedzi y bedzie

T
y =
x3
Biorac pod uwage sity dziatajace na poszczegolne ciata, na podstawie dru-
giego prawa Newtona (lub zasady d’Alamberta) mozemy napisa¢ rownania

mido + r1xe + k1x1 + ko (:L‘l — .733) =0 (193)
Moy + roxy + ko (x3 — x1) = f(1) (1.94)



1.7. Modele ukfadéw dynamicznych

33

Uwzgledniajac, ze @1 = w9 1 &3 = x4 oraz przeksztalcajac rownania (1.93),
(1.94) w réwnania zmiennych stanu, otrzymamy

0 1 0
a1 itk ok
T2 | myp mi M
ig| 0 0 1
o4 ko k7

ma mo ma |

W tym przypadku macierze A i B sg rowne

0
_kitk

my

0

ko

ma

1

1

my

0
0

0 0
k2

my

0 1|

ko o
Cmy ma |

Rownanie wyj$cia ma postac

x

100 0] |z
y:

0010 I3

T4

a macierze C' i D s3 réwne

1000
C_[00101’ D=

1.7.3. Ukfady elektromechaniczne

sl 0
. 0
I+ 0 | r@)
€3
1
Xy —_—
msa
0
0
B = 0
1
msa

Uktadajac réwnania dynamiki uktadéw ztozonych, wygodnie jest skorzystacé
z zasady Hamiltona. Zgodnie z ta zasada uklad holonomiczny i zachowaw-
czy (uklad, w ktérym nie wystepuje rozpraszanie energii oraz energia nie jest
dostarczana do ukladu) jest okreslony funkcja skalarng L, zwang funkcja La-

grange’a, wspolrzednych uogélnionych q1, go, ...

41, G2, ..., Gn 1 czasut

LZL(Qb q2, - --

> dn Q17 QQv 7Qn

7t)

, n, predkosci uogolnionych

Funkcja ta jest réznica energii kinetycznej 1" i energii potencjalnej U uktadu

L=T-U
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W myél zasady Hamiltona ruch uktadu (przejscie z jednego potozenia w dru-
gie) przebiega tak, aby funkcjonatl

to
S= [ Ldt (1.95)
t1

przyjmowal wartos¢ ekstremalna, zwykle minimalng. Funkcjonal (1.95) osiaga
ekstremum wtedy, gdy sa spelnione rownania Lagrange’a w postaci

%((‘%)—g—izo dla ¢=12,...,n (1.96)
lub

4oy oL,

dt \og” oq”
przy czym q jest wektorem o sktadowych ¢, g2, ..., q,, a T oznacza transpo-

zycje wektora.

W przypadku ogélnym, gdy do ukladu jest dostarczana energia i wyste-
puje rozpraszanie energii, uktad jest okreslony dwiema funkcjami skalarnymi:
funkcja Lagrange’a i funkcja Rayleigha F', bedaca réznicg energii rozproszonej
w uktadzie Fi. i energii Fy dostarczonej do uktadu

F=F, —Fy

W tym przypadku réwnania Lagrange’a przyjmuja postac
d (8L) oL OF .
—(=)—-=—+=—=0 dla ¢=1,2, ..., n
dt \9q¢;/  Oq;i 04

lub

0

g(@L)_ OL | OF _
dt 8qT 8qT 8qT -

Sposob korzystania z réwnan Lagrange’a przy uktadaniu réwnan dynamiki
uktadu objasnimy na przyktadzie przetwornika elektromechanicznego, przed-
stawionego schematycznie na rys. 1.12. Na rdzen ruchomy o masie m i przekroju
A, osadzony w rdzeniu nieruchomym, dzialta sila przyciggania elektromagne-
tycznego, zalezna od natezenia pradu i, oraz sita sprezyny o wspoétczynniku
sprezystosci k. Przyjmujemy nastepujace zalozenia upraszczajace:

— pomijamy op6r magnetyczny rdzeni jako wielokrotnie mniejszy niz opor
szczeliny,

— pomijamy tarcie statyczne,

— zaktadamy, ze sila tarcia jest wprost proporcjonalna do predkosci.

Obliczamy energie kinetyczna i potencjalna dla obwodu elektrycznego i me-
chanicznego. Energia kinetyczna obwodu elektrycznego
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1 1
T. = - L(t)i* = §L( )
przy czym indukcyjno$¢ uzwojenia przetwornika jest okreslona zaleznodcia
D
L(t) =
®) d+x

gdzie: D —stala zalezna od przekroju rdzenia, liczby zwojow oraz przenikalnosci
magnetycznej powietrza; d — grubos$¢ przektadki antymagnetycznej, x = x(t) —
odlegltos¢ rdzenia ruchomego od rdzenia nieruchomego; ¢ = ¢ — natezenie pradu
w uzwojeniu przetwornika; g — tadunek elektryczny.

Rys. 1.12. Schemat przetwor-
nika elektromechanicznego
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Obwod elektryczny nie zawiera elementéw pojemnosciowych, wobec tego
energia potencjalna rowna sie zeru

Us=0
Energia kinetyczna obwodu mechanicznego
1
T = 5ma’c?

a energia potencjalna
1
U, = 5/@ (x — 330)2

przy czym zq jest odlegtoscia rdzenia ruchomego od nieruchomego w potozeniu
neutralnym sprezyny (sila sprezyny réwna zeru). Funkcja Lagrange’a w tym
przypadku jest réwna

L' D 5 1 ., 2

= — - - _k -

2d+! Tamd T gkle )
Aby z kolei wyznaczy¢ funkcje Rayleigha, obliczamy réznice energii rozproszo-
nej i dostarczonej do uktadu dla obwodu elektrycznego i mechanicznego. Dla
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obwodu elektrycznego
1.9 .
Fe = 5Rq" — ug

przy czym R jest rezystancja uzwojenia, a u = u(t) napieciem doprowadzonym
do uzwojenia. Z kolei dla obwodu mechanicznego mamy

1
F, = §Rm9‘c2

przy czym Ry, jest oporem mechanicznym. Funkcja Rayleigha w tym przypadku
rowna sie wiec

1 1
F=F. +F :§Rq2—uq+§Rm5c2

Za sktadowe wektora g przyjmujemy tadunek elektryczny ¢ oraz odleglosé rdze-
nia ruchomego od nieruchomego x

[

Na podstawie (1.96) dla ¢ = 1 oraz i = 2 otrzymamy

. . o L
el b e Ll (1.97)

D
mi + Rypd 4+ k (x —x0) + ———¢%> =0 1.98
m ( 0) 2(d+x)2q ( )

Przyjmujac za zmienne stanu x; = q, xo = ¢ =1, ©3 = x, ¥4 = &, rbwnania
(1.97), (1.98) mozemy napisa¢ w postaci

.fl = X9 (1.99)
. ToX4 R d+ x5
= - —= d 1.1

d2 = o - T2 (d+ z3) + 5 U (1.100)
.fg = T4 (1.101)
, k D} R,
Ty =——(r3—29) — ——"—5 — —T 1.102
4 m( 3 — Z0) om(d s ag?  m 4 ( )

W tym przypadku réwnania stanu ukltadu (1.99)-+-(1.102) sa roéwnaniami nie-
liniowymi. Przyjmujac za skladowe wektora odpowiedzi y natezenie pradu
w uzwojeniu przetwornika ¢ oraz odleglo§¢ = rdzenia ruchomego od nierucho-
mego, otrzymamy réwnanie wyjécia w postaci

(a1

01 0 0] |22
y:

00 1 0|23
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Powyzsze rozwazania podane dla ukladéw elektromechanicznych mozna
uogélni¢ réwniez na uktady elektropneumatyczne, elektrohydrauliczne, elek-
troakustyczne itp.

1.7.4. Procesy mieszania substancji

W opisie dynamiki proceséw mieszania substancji za zmienne stanu mozna
przyjmowadé rézne wielkosci. Czesto za zmienne stanu przyjmuje sie:

— ilo$¢ danej substancji,
— temperature substancji,
— stezenie okreslonego sktadnika substancji itp.

Przy ukltadaniu réwnan opisujacych dynamike proceséw mieszania najcze-
$ciej korzysta sie z réwnan bilansu masy i ciepta. Sposéb uktadania réwnar
opisujacych w przestrzeni stanéw dynamike proceséw mieszania objasnimy na
przyktadzie idealnego mieszania dwoch cieczy w zbiorniku (rys. 1.13).

Z| >
F1.cq Fa.co
e N e
Rys. 1.13. Schemat procesu mieszania
i dwoch cieczy
h T
F.c
Y —J>
S

Natezenia przeptywu cieczy doptywajacych do zbiornika wynosza Fy = Fi(t)
i Fy = Fy(t), a ich stezenia odpowiednio ¢; = ¢1(t) i co = co(t). Natomiast
natezenie przeptywu cieczy wyplywajacej ze zbiornika wynosi F' = F(t), a je]
stezenia ¢ = ¢(t). Za zmienne stanu przyjmujemy objeto$¢ cieczy w zbiorniku
V' oraz stezenie c cieczy wyplywajacej ze zbiornika. Wymuszeniami w tym
przypadku sa natezenia przeplywu cieczy doptywajacych Fy i Fy. Z réwnan
bilansu masy mamy

V=FR+FE-F (1.103)

d
a [CV] =1 Fy + coFy — cF (1.104)

Z prawa wyplywu swobodnego cieczy wynika

F=kvVh (1.105)
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przy czym: ki — wspolczynnik zalezny od przekroju otworu odplywowego i przy-
spieszenia ziemskiego, h — wysokos¢ stupa cieczy w zbiorniku.

Po uwzglednieniu, ze

v
h=—
S
otrzymamy
F=kV (1.106)
przy czym: k = %, S — pole powierzchni przekroju zbiornika.

Podstawiajac zaleznos¢ (1.106) do rownan (1.103), (1.104) i obliczajac po-
chodng iloczynu, otrzymamy

V=F+F-kV (1.107)
&V +cV =1 F) +caFy — ckVV (1.108)

Podstawiajac z kolei zaleznos¢ (1.107) do réwnania (1.108) i rozwiazujac to
rOwnanie wzgledem ¢, bedziemy mieli

o1

c=y [(c1 —¢) F1 + (c2 — ¢) F3] (1.109)
Roéwnania (1.107), (1.109) sa poszukiwanymi nieliniowymi roéwnaniami stanu
procesu mieszania idealnego dwoch cieczy. Biorac za odpowiedZz wysokos¢ h
stupa cieczy w zbiorniku, otrzymamy réwnanie wyjscia w postaci

h— [% o} [g (1.110)

Wezmy pod uwage zbiornik, do ktorego doptywaja dwie substancje ciekte o na-
tezeniach przepltywu F} = Fi(t) i F5 = F»(t), a wyplywa substancja ciekla
o natezeniu przeptywu F' = F(t) (rys. 1.14).

Fy.c4 Fa.co
e =
Opoznienie : h

Pomiar Rys. 1.14. Schemat ukta-

poziomu| g du regulacji poziomu cieczy
w zbiorniku
h
F.c
Y —
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Zatozmy, ze natezenie przepltywu F) jest zalezne od wysokosci poziomu cie-
czy h(t) w zbiorniku i jest regulowane za pomoca zaworu w taki sposéb, aby
utrzymac staly poziom cieczy w zbiorniku. Mamy zatem

Fi(t) = kh (t — Ty) (1.111)

przy czym: k — wspoélczynnik proporcjonalnodci, Ty — czas opdznienia, tj. od-
step czasu miedzy chwilg zmiany potozenia zaworu a chwilg zmiany poziomu
cieczy w zbiorniku. Natezenie przeptywu substancji wyplywajacej F' zalezy od
wysokosci poziomu cieczy h w zbiorniku i jest okreslone zaleznoscig (1.105). Za
zmienng stanu przyjmujemy wysoko$¢ poziomu cieczy h(t) w zbiorniku, a za
wymuszenie natezenie przeptywu Fy. Réwnanie bilansu masy w zbiorniku ma
postac

pSh(t) = Fi(t) + Ba(t) — F(t) (1.112)

przy czym: p — gestos¢ substancji, S — pole przekroju zbiornika.

Podstawiajac zaleznosci (1.111) i (1.105) do réwnania (1.112), otrzymamy
poszukiwane réwnanie stanu

k k1 1
h(t) = —h(t —Ty) — —\/h(t) + —=F5(¢ 1.113
(1) = S5 (t=To) =~ /ht) + —=Fo(t) (1.113)

Rownanie (1.113) jest nieliniowym réwnaniem rézniczkowo-roznicowym. Mo-
dele matematyczne uktadéw z opdznieniami skupionymi maja postac¢ row-
nan rozniczkowo-réznicowych, zwanych rowniez réwnaniami z op6znionym ar-
gumentem. W przypadku ogélnym uklad nieliniowych réwnan rézniczkowo-
-roznicowych ma postaé

zt)=flz@), z(t—T7), ...,z (t—T});
u(t),u(t—T), ..., u(t—"Ty), 1] (1.114)
przy czym T, >0 (1 =1,2, ..., k)iT; >0 (j =1,2, ..., m) sa opOznie-

niami odpowiednio stanu i sterowania (wymuszenia). Aby wyznaczy¢ rozwig-
zanie x(t) dla t > tg, nie wystarcza znajomos¢ stanu x (t9) = xg i sterowania
u(t) w przedziale [to, t); niezbedna jest jeszcze znajomosé x(t) w przedziale
[to — max; T}, to] oraz u(t) w przedziale [t, — max; T}, to], ktore lacznie z x
stanowia stan uogoélniony procesu.

1.7.5. Ukfady o parametrach roztozonych

Sygnaly (zmienne) okreslajace uktady o parametrach roztozonych zaleza nie
tylko od czasu, ale rowniez od wspotrzednych przestrzennych. Uktady o para-
metrach roztozonych, bedace uktadami o opdznieniach roztozonych, sa opisane
rownaniami rézniczkowymi czastkowymi. Przyktadami uktadéw o parametrach
roztozonych sa linie diugie, wymienniki ciepta, reaktory rurowe itd. Sposéb



