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Podstawowe oznaczenia

Duże litery łacińskie

A – pole przekroju
Ac – pole przekroju betonu
Ac,eff – efektywne pole rozciągane
Acs, Ics – pole przekroju, moment bezwładności przekroju sprowadzonego

(faza I)
Act – pole przekroju betonu strefy rozciąganej, powstającej bezpośred-

nio przed zarysowaniem
Ad – obliczeniowe oddziaływanie wyjątkowe (w p. 5.3)
AI, AII – pole przekroju sprowadzonego, odpowiednio, w fazie I i II
Aload – pole obciążenia
Ap – pole przekroju stali sprężającej
As, As1, As2, Asi – pole przekroju zgrupowanego zbrojenia, pole przekroju zbrojenia

w pierwszej, drugiej, i-tej grupie
Ask – efektywne pole skuteczne wyznaczone według [DN4]
As,single – pole przekroju jednego pręta w połączeniu na zakład
Asw – pole powierzchni przekroju (w mm2) zbrojenia na przebicie, leżą-

cego na jednym obwodzie otaczającym słup
Asw – pole przekroju poprzecznego jednego zestawu zbrojenia na ścina-

nie (np. dwóch strzemion, gdy zastosowano strzemiona podwójne)
Aswt – pole przekroju zbrojenia poprzecznego, które mieści się w jednej

ściance modelu, stosowanego do obliczania ze względu na skręca-
nie

As,min – minimalne pole przekroju zbrojenia
B – sztywność przekroju elementu zginanego
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XVIII Podstawowe oznaczenia

BI, BII – sztywność przekroju elementu zginanego w fazie I, w czystej fa-
zie II

C – ilość cementu w m3 betonu
C – siła równa αcwν fcdbwz
C – stała równa Esεcu2/ fyd
Ec – moduł sprężystości betonu, ogólnie (w normach przyjmuje warto-

ści Ecm lub Ec,eff)
Ecm – średni moduł sprężystości betonu
Ec,eff – efektywny (zależny od pełzania) moduł sprężystości betonu
Es – moduł sprężystości stali
Ep – moduł sprężystości stali sprężającej
Fs – siła w zbrojeniu rozciąganym
Fs0 – siła w zbrojeniu rozciąganym wyznaczona bez uwzględnienia

wpływu sił poprzecznych
Ft – siła, która powinna przenosić zbrojenie poprzeczne w styku półki

ze środnikiem
G, Gk , Gki – obciążenie stałe, wartość charakterystyczna obciążenia stałego,

wartość charakterystyczna i-tego obciążenia stałego
Hi – siła pozioma wywołana nachyleniem konstrukcji
J (lub I) – moment bezwładności
JI, JII – moment bezwładności przekroju sprowadzonego w fazie I i w czy-

stej fazie II
K – stała równa Esεce/ fyk
M – moment zginający
Mchar – moment wywołany charakterystyczną kombinacją oddziaływań
Mcr – moment rysujący
MEd – moment zginający wywołany obciążeniem obliczeniowym
Mf r – moment wywołany częstą (frequent) kombinacją oddziaływań
Mlim – obliczeniowy moment graniczny, który osiąga się w przekroju po-

jedynczo zbrojonym, gdy ξ = ξlim
MP – moment zginający wywołany przez sprężenie
Mqp – moment wywołany quasi-stałą (indeks pochodzi od quasi-perma-

nent) kombinacją oddziaływań
MRd – obliczeniowy moment graniczny miarodajny do sprawdzania SGN
MRd1 – obliczeniowy moment graniczny względem zbrojenia As1, miaro-

dajny do sprawdzania SGN
Ms1, MEd1 – moment sił wewnętrznych względem zbrojenia As1 (definicja

w p. 4.2.3)
N – siła podłużna
Ncr – siła rysująca
NEd – siła podłużna wywołana obciążeniem obliczeniowym
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Podstawowe oznaczenia XIX

NRd – graniczna, obliczeniowa siła podłużna
P – siła sprężająca (w rozdziale 19)
P – oddziaływanie sprężenia (w p. 5.3)
Pc – siła ściskająca wytworzona przez naprężenia w betonie
Pf – prawdopodobieństwo zniszczenia elementu konstrukcji (w roz-

dziale 5)
P0 – siła naciągu
Pmt(x) – średnia siła sprężająca w punkcie x rozpatrywana jako funkcja

czasu t
Pm0 – średnia siła sprężająca po stratach doraźnych (t = 0)
Q, Qk , Qki – obciążenie zmienne, wartość charakterystyczna obciążenia zmien-

nego, wartość charakterystyczna i-tego obciążenia zmiennego
Q7 – ciepło hydratacji cementu po 7 dniach
RH – wilgotność względna
S – moment statyczny
S – siła w pręcie ściskanym modelu ST
S – siła styczna na jednostkę długości ścianki modelu w obliczeniach

ze względu na skręcanie
S – stała równa bd fcd
Scc – moment statyczny pola strefy ściskanej o zasięgu λx względem

środka ciężkości przekroju
Sp – moment statyczny pola przekroju sprowadzonego (p oznacza nu-

mer fazy)
SGN – stan graniczny nośności
SGU – stan graniczny użytkowalności
SLS – od ang. serviceability limit state
T – moment skręcający
T – siła w pręcie rozciąganym modelu ST
Ta – temperatura otoczenia
Tb0 – temperatura początkowa betonu
Tint – temperatura we wnętrzu ściany
Tm – temperatura średnia (w ścianie lub płycie)
Tp – temperatura na powierzchni ściany
TEd – moment skręcający wywołany obciążeniem obliczeniowym
TRd – graniczny moment skręcający miarodajny do sprawdzania SGN
TRd,c – rysujący moment skręcający
ULS – od ang. ultimate limit state
V – siła poprzeczna
Vccd, Vtd – poprzeczne składowe sił w pasach ściskanym i rozciąganym

(w p. 10.6.7)
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XX Podstawowe oznaczenia

VEd – siła poprzeczna wywołana obciążeniem, miarodajna do sprawdza-
nia SGN

VEd,red – obliczeniowa siła przebijająca zmniejszona o obciążenie działające
na blok wycięty przez obwód kontrolny

VEd,0 – siła poprzeczna przy podporze
VRd – graniczna siła poprzeczna miarodajna do sprawdzania SGN
VRd,c – graniczna siła poprzeczna na odcinkach niewymagających zbroje-

nia na ścinanie
VRd,s – graniczna siła poprzeczna ze względu na nośność zbrojenia po-

przecznego
VRd max – maksymalna, graniczna siła poprzeczna, osiągana przy wyczerpa-

niu nośności betonu na ściskanie
W1 – wskaźnik oporu plastycznego podstawowego obwodu kontrol-

nego u1

Małe litery łacińskie

a – odległość od wypadkowej siły w grupie prętów zbrojenia do kra-
wędzi przekroju

a1, a2 – odległości od krawędzi przekroju do wypadkowej siły w prętach
As1, As2

ai – odległość od krawędzi i-tej podpory do teoretycznego punktu
podparcia

al – długość odcinka między obwiednią sił w zbrojeniu a obwiednią
poszerzoną

b – szerokość przekroju
bf – szerokość półki przekroju teowego
bw – szerokość przekroju, grubość środnika w przekroju teowym
c – grubość otulenia zbrojenia
cb – ciepło właściwe betonu
cmin,b – otulenie minimalne ze względu na przyczepność
cmin,dur – otulenie minimalne ze względu na trwałość
cnom – otulenie nominalne
d – wysokość użyteczna
ds – odległość między grupami zbrojenia As1 i As2
dx , dy, deff – wysokości użyteczne dotyczące zbrojenia w kierunkach x i y, efek-

tywna wysokość użyteczna
e – mimośród
e0 – mimośród minimalny (w p. 6.2)
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Podstawowe oznaczenia XXI

ei – mimośród wywołany imperfekcjami
es1 – mimośród siły względem zbrojenia As1 (definicja w p. 4.2.3)
es1, es2 – mimośrody wypadkowej siły przekrojowej względem zbrojeń As1

i As2
f , fI, fII – ugięcie, ugięcie według teorii fazy I i według teorii fazy II
fbd – graniczne, obliczeniowe naprężenie przyczepności
fc, fck, fcd, fcm – wytrzymałość betonu na ściskanie: w sensie ogólnym, wartość

charakterystyczna, wartość obliczeniowa, wartość średnia
fck(t0) – wytrzymałość charakterystyczna betonu w wieku t0
fc,cyl – wytrzymałość betonu na ściskanie wyznaczona na podstawie ba-

dania walców o średnicy 15 cm i wysokości 30 cm
fc,cube – wytrzymałość betonu na ściskanie wyznaczona na podstawie ba-

dania sześcianów o boku 15 cm
fcs – ugięcie wywołane przez skurcz betonu
fct, fctk, fctd, fctm – wytrzymałość betonu na rozciąganie: w sensie ogólnym, wartość

charakterystyczna, wartość obliczeniowa, wartość średnia
fctd,pl – obliczeniowa wytrzymałość na rozciąganie betonu niezbrojonego
fct,eff – efektywna wytrzymałość na rozciąganie
fct, f l – wytrzymałość betonu na rozciąganie przy zginaniu
fctm, f l – wytrzymałość betonu na rozciąganie przy zginaniu, średnia
fct,sp – wytrzymałość betonu na rozciąganie wyznaczona przez rozłupy-

wanie
fp – ugięcie od sprężenia (zwykle ujemne)
fpd – obliczeniowa wartość granicy plastyczności stali sprężającej
fpk – charakterystyczna wartość granicy plastyczności stali sprężającej
ft – wytrzymałość stali
fy – granica plastyczności stali w sensie ogólnym
fyk, fyd – wartość charakterystyczna, wartość obliczeniowa granicy plastycz-

ności stali
f0,2k – umowna 0,2% granica plastyczności stali (ang. proof stress)
fM – ugięcie wywołane obciążeniami innymi niż sprężenie
g, gk – obciążenie stałe, wartość charakterystyczna obciążenia stałego
h – wysokość przekroju, grubość płyty
hc,ef – wysokość efektywnego pola rozciąganego
hef – grubość płyty
hf – grubość półki przekroju teowego
hsk – wymiar pola Ask
h0 – miarodajny wymiar przekroju
k – współczynnik stosowany do uwzględnienia wpływu samozrówno-

ważonych, rozłożonych nieliniowo naprężeń normalnych
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XXII Podstawowe oznaczenia

k – współczynnik przedstawiający udział pionowych naprężeń
stycznych w przenoszeniu momentu

k – suma kątów niezamierzonych zakrzywień trasy na metr dłu-
gości kabla (w rozdziale 19)

k1, k2 – względne naprężenia w zbrojeniu k1 = σs1/ fyd, k2 = σs2/ fyd
k1, k2, kt – współczynniki stosowane do obliczania rozstawu i szeroko-

ści rys
kc – bezwymiarowy współczynnik, zależny od rozkładu naprężeń

bezpośrednio przed i bezpośrednio po zarysowaniu
kh – współczynnik zależny od miarodajnego wymiaru przekroju
kt – współczynnik, stosunek średniego naprężenia w betonie

do fct,eff
ldisp – długość dyspersji
leff – rozpiętość efektywna
lb,rqd – podstawowa, wymagana długość zakotwienia
lbd – obliczeniowa długość zakotwienia
lpt – długość zakotwienia (transmisji) potrzebna do osiągnięcia

siły P
l0 – obliczeniowa długość zakładu
l0 – odległość między punktami zerowymi wykresu momentów

w belce
mEd , mEd1, mRd , mRd1 – względne wartości momentów MEd , MEd1, MRd i MRd1, tzn.

wartości tych momentów podzielone przez bd2 fcd
n – wykładnik potęgi we wzorach przedstawiających zależność

σc-εc
nEd – względna wartość siły NEd równa NEd/bd fcd
p, pk – obciążenie całkowite (suma stałego i zmiennego), wartość

charakterystyczna obciążenia całkowitego
q, qk – obciążenie zmienne, wartość charakterystyczna obciążenia

zmiennego
r – promień bezwładności przekroju
x – zasięg strefy, w której beton ulega skróceniu
xlim – graniczny zasięg strefy, w której beton ulega skróceniu
x0 – odległość od bardziej ściskanej krawędzi przekroju do środka

ciężkości przekroju sprowadzonego
s – rozstaw prętów zbrojenia, rozstaw strzemion
sr – rozstaw obwodów zbrojenia na przebicie mierzony wzdłuż

promienia
s0 – odstęp między prętami zbrojenia (mierzony w świetle)
sr0 – długość strefy odprężenia wytworzonej przez pierwszą rysę
sr,max – maksymalny rozstaw rys
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t – grubość ścianki modelu stosowanego do obliczania ze wzglę-
du na skręcanie

t – grubość płyty
te f ,i – efektywna grubość i-tej ścianki modelu stosowanego do ob-

liczeń na skręcanie
t – wiek betonu, czas
t0,T – wiek betonu skorygowany ze względu na temperaturę
t0 – zmodyfikowany wiek betonu wyznaczany w zależności od

rodzaju cementu na podstawie t0,T
u0 – obwód słupa (dla słupów narożnych lub krawędziowych –

część obwodu)
u1 – długość podstawowego obwodu kontrolnego
ui – długość obwodu kontrolnego
uload – długość obwodu pola obciążenia
uout,ef – długość obwodu, na zewnątrz którego nie trzeba obliczać

zbrojenia na przebicie
vEd – obliczeniowe naprężenie styczne
vRd – obliczeniowe, graniczne naprężenie styczne w fundamentach

bez zbrojenia na przebicie
vRd,c – obliczeniowe, graniczne naprężenie styczne w podstawowym

przekroju kontrolnym u1 w płytach stropowych bez zbrojenia
na przebicie

vRd,cs – obliczeniowe, graniczne naprężenie styczne w przekroju kon-
trolnym w elemencie mającym zbrojenie na przebicie

vRd,max – maksymalne obliczeniowe, graniczne naprężenie styczne
w przekroju kontrolnym – naprężenie to jest związane w wy-
czerpaniem wytrzymałości betonu na ściskanie

wk – szerokość rys
wmax – graniczna, maksymalna szerokość rys
x – odległość od punktu przyłożenia siły Pmax do rozpatrywa-

nego przekroju mierzona wzdłuż kabla (w rozdziale 19)
x – zasięg strefy, w której beton doznaje skrócenia, a jeśli skró-

cenia występują na całej wysokości przekroju, to odległość
od najbardziej ściskanego skrajnego włókna do punktu zero-
wego wykresu odkształceń (leżącego poza przekrojem)

z – ramię sił wewnętrznych
z – współrzędna (w rozdziałach 4 i 19)
zcp – mimośród siły sprężającej
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Litery greckie

α – kąt nachylenia zbrojenia poprzecznego
α0,max – stosunek pola przekroju zbrojenia zakotwionego na podpo-

rze As0 do pola zbrojenia w przęśle As1
α1, α2 – w wywodach dotyczących nośności granicznej (np. w roz-

działach 6, 7 i 8) względne siły graniczne w grupach zbroje-
nia: α1 = (As1 fyd)/(bd fcd), α2 = (As2 fyd)/(bd fcd)

α, α1, α2 – w wywodach dotyczących obliczania naprężeń według teorii
liniowej (np. w rozdziale 4) iloczyny αe lub αe,t i ρ, ρ1, ρ2

α1, α2, α3, α4, α5, α6 – współczynniki do obliczania lbd i l0 na podstawie lb,rqd
(w p. 3.4.5)

αcw – współczynnik do obliczania maksymalnej siły granicznej
w krzyżulcach ściskanych, zależny od poziomu średnich na-
prężeń ściskających

αe – stosunek modułów sprężystości stali Es i betonu (Ec
albo Ecm)

αe,t – stosunek modułu sprężystości stali do efektywnego modułu
sprężystości betonu

αp – współczynnik wymiany ciepła z otoczeniem
β – wskaźnik niezawodności (w rozdziale 5)
β – współczynnik zależny od położenia siły skupionej w obli-

czeniach ze względu na ścinanie
β – współczynnik we wzorze na obliczeniowe naprężenie stycz-

ne na obwodzie ui
γC – współczynnik bezpieczeństwa betonu
γG, j – współczynnik j-ego oddziaływania stałego
γQ,1 – współczynnik dominującego oddziaływania zmiennego
γQ,i – współczynnik i-tego oddziaływania zmiennego
γS – współczynnik bezpieczeństwa stali
γP – współczynnik oddziaływania siły sprężającej
δ1, δ2 – względne odległości sił w zbrojeniach As1 i As2 od krawędzi

przekroju (δ1 = a1/d, δ2 = a2/d)
ε – odkształcenie
εc – odkształcenie betonu
εce – odkształcenie graniczne betonu równe εc2 lub εc3
εcm – średnie odkształcenie betonu
εc1, εc2, εc3 – najmniejsze odkształcenie (pierwsze odkształcenie gra-

niczne), przy którym osiąga się wytrzymałość betonu
odpowiednio dla wykresów 1, 2 i 3 według p. 2.6
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εcp0 – odkształcenia betonu na poziomie wypadkowego cięgna
εcu1, εcu2, εcu3 – ostateczne, graniczne odkształcenie betonu odpowiednio dla

wykresów 1, 2 i 3 według p. 2.6
εcs – odkształcenie skurczowe (ogólnie)
εcs – wartość bezwzględna odkształcenia skurczu
εcs(t, ts) – odkształcenie skurczowe w okresie od ts do t
εcs,∞ – końcowe, swobodne odkształcenie skurczowe niezbrojonego

betonu
εca(t) – skurcz autogeniczny
εcd(t) – skurcz spowodowany wysychaniem
εcc(t, t0) – odkształcenie pełzania betonu w wieku t wywołane obciąże-

niem przyłożonym w wieku t0
εc(t, t0) – całkowite odkształcenie betonu w wieku t wywołane obcią-

żeniem przyłożonym w wieku t0 (suma odkształcenia pełza-
nia i odkształcenia sprężystego)

εpm0 – odkształcenia cięgna wywołane przez sprężenie
εs, εsi – odkształcenie zbrojenia, odkształcenie w i-tej warstwie

zbrojenia
εsm – średnie odkształcenie zbrojenia
εyd – najmniejsze odkształcenie, przy którym stal osiąga oblicze-

niową granicę plastyczności (εyd = fyd/Es)
εuk , εud – graniczne odkształcenie stali – wartość charakterystyczna

i wartość obliczeniowa
ε f m – średnie odkształcenie półki przekroju skrzynkowego
ζ – względne ramię sił wewnętrznych (ζ = z/d)
η – współczynnik korygujący wytrzymałość obliczeniową be-

tonu stosowany przy aproksymacji prostokątem wykresu na-
prężeń w betonie

η f i – współczynnik redukcji efektów oddziaływań stosowany do
analizy sytuacji pożarowej

θ – kąt nachylenia wyimaginowanych krzyżulców ściskanych
w rozdziałach dotyczących ścinania, kąt nachylenia prętów S
w modelach ST

θ f – kąt nachylenia wyimaginowanych krzyżulców ściskanych
przy sprawdzaniu ze względu na naprężenia styczne styku
półki ze środnikiem

θi – kąt nachylenia konstrukcji wywołany imperfekcją
θ – suma kątów zakrzywienia trasy cięgna na długości x
θpl,d – graniczny, obliczeniowy kąt obrotu w przegubie plastycz-

nym
κ – krzywizna (odwrotność promienia krzywizny r)
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κI, κII – krzywizna w fazie I, w czystej fazie II
λ – stosunek zasięgu strefy naprężeń ściskających do zasięgu

strefy skróceń, stosowany przy aproksymacji prostokątem
wykresu naprężeń w betonie

λ – smukłość ścinania równa MEd/(VEdd)
λb – współczynnik przewodnictwa cieplnego betonu
μ – względna wartość momentu siły Pc równa Pcz/(bd2 fcd)
μ – współczynnik tarcia kabla o ściankę kanału
μ f i – stosunek obliczeniowej siły podłużnej w sytuacji pożarowej

do obliczeniowej siły granicznej w temperaturze normalnej
μlim – graniczna wartość μ (osiągana, gdy M = Mlim)
μEd , μRd – względne momenty MEd/(bd2 fcd) i MRd/(bd2 fcd)
ν – współczynnik redukcji wytrzymałości na ściskanie (współ-

czynnik efektywności) w ukośnych krzyżulcach i prętach S
(w modelach ST)

νEd – średnie naprężenie styczne między półką i środnikiem na
wybranym odcinku

νRd,s – graniczne naprężenie styczne między półką i środnikiem
ξ – względny zasięg strefy, w której beton ulega skróceniu (x/d)
ξlim – graniczna wartość ξ
ρ, ρ1, ρ2 – stopień zbrojenia
ρl – stopień zbrojenia podłużnego
ρmin – minimalny stopień zbrojenia
ρp,eff – efektywny stopień zbrojenia
ρw,min – minimalny stopień zbrojenia poprzecznego
ρ1000 – względny spadek naprężenia w stali wywołany relaksacją po

1000 godzin pod obciążeniem 0,7 fp ( fp oznacza „rzeczywi-
stą wytrzymałość na rozciągnie próbek stali sprężającej”)

ρ1000,k – względny spadek naprężenia w stali wywołany relaksacją po
1000 godzin pod obciążeniem 0,7 fpk

σ – naprężenie normalne
σc – naprężenie normalne w betonie
σcp – średnie naprężenie normalne w betonie (w obliczeniach ze

względu na ścinanie)
σcp – naprężenie normalne wywołane przez sprężenie
σsc,QP – naprężenie (dodatnie przy ściskaniu) w betonie (na poziomie

wypadkowej siły sprężającej) wywołane sprężeniem począt-
kowym oraz obciążeniami quasi-stałymi, tzn. obciążeniami,
które będą stale działać na element

σs, σsi – naprężenie w zbrojeniu, naprężenie w i-tej warstwie zbroje-
nia
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Podstawowe oznaczenia XXVII

σsr – naprężenie w zbrojeniu, w przekroju zarysowanym, wywo-
łane momentem rysującym lub siłą rysującą

σt,max – wartość bezwzględna głównego naprężenia rozciągającego
σwł – naprężenie własne
σwym – naprężenie wymuszone
σRd,max – naprężnie graniczne w pręcie S lub w strefie węzłowej mo-

delu ST
τ, τxy – naprężenie styczne
ϕ – współczynnik pełzania
ϕ(t, t0) – współczynnik pełzania w wieku t wywołany obciążeniem

przyłożonym w wieku t0
ϕ(∞, t0) – końcowy współczynnik pełzania (przy t → ∞) wywołany

obciążeniem przyłożonym w wieku t0
ϕ0 – symbol stosowany jako krótsze oznaczenie ϕ(∞, t0)
ϕnl(∞, t0) – umowny współczynnik pełzania nieliniowego
χ – stosunek długości prostokątnej części do długości krzywoli-

niowej części wykresu naprężeń w betonie w SGN
ψ0, ψ1, ψ2 – współczynniki zmniejszające oddziaływania zmienne (defi-

nicje w p. 5.3.3)
ω – względna siła w betonie Pc/(bd fcd)
Δcdev – dodatek do otulenia zbrojenia ze względu na odchyłki wyko-

nania
ΔFtd, ΔFs – dodatkowa siła powstająca w zbrojeniu podłużnym na skutek

ukośnego zarysowania
ΔPel – strata sprężenia spowodowana odkształceniem sprężystym

betonu
ΔPc+s+r – strata sprężenia spowodowana skurczem (ang. shrinkage),

pełzaniem (ang. creep) betonu i relaksacją (ang. relaxation)
stali sprężającej

ΔPr – strata sprężenia spowodowana krótkotrwałą relaksacją stali
ΔPsl – strata w zakotwieniu
ΔPμ – strata spowodowana tarciem kabli o ścianki kanałów
ΔPϑ – strata sprężenia spowodowana pielęgnacją cieplną betonu
ΔTadiabat – adiabatyczny (tzn. bez wymiany ciepła z otoczeniem) przy-

rost temperatury wywołany hydratacją cementu
ΔVEd – część reakcji podłoża (obliczona z pominięciem ciężaru wła-

snego fundamentu i ciężaru gruntu, który leży na fundamen-
cie) przypadająca na powierzchnię bloku

Δσpr/σpi – względna strata naprężenia spowodowana relaksacją w za-
leżności od czasu t i od naprężenia początkowego σpi
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XXVIII Podstawowe oznaczenia

Φ – dystrybuanta standaryzowanej, normalnej zmiennej losowej
(w rozdziale 5)

φ – średnica pręta zbrojenia
φm,min – minimalna średnica zagięcia zbrojenia
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Wstęp

W niniejszym, trzecim wydaniu książki Obliczanie konstrukcji żelbetowych według
Eurokodu 2, podobnie jak w poprzednich dwóch wydaniach, przedstawiam podsta-
wowe zasady obliczania elementów żelbetowych według normy PN-EN 1992-1-1:2008
Projektowanie konstrukcji z betonu. Część 1–1. Reguły ogólne i reguły dla budyn-
ków. Ponadto, w węższym zakresie, omawiam także ciągle stosowaną normę PN
z 2002 roku [N5].

Trzecie wydanie jest uzupełnioną i znacznie rozszerzoną wersją wydań poprzed-
nich. Dodałem w nim obszerny punkt 10.8 dotyczący przebicia i cały rozdział o ob-
liczaniu konstrukcji sprężonych (rozdział 19). Poważnie uzupełniłem i rozbudowałem
rozdział dotyczący minimalnego zbrojenia ze względu na zarysowanie (rozdziały 14
i 15). Ponadto wprowadziłem wiele drobnych zmian mających na celu jaśniejsze przed-
stawienie niektórych zagadnień, korekty drobnych pomyłek i ulepszenia wynikające
z literatury przedmiotu wydanej po 2012 roku. Wiele z tych poprawek nie wprowadza
zmian merytorycznych, ale czyni tekst jaśniejszym i lepiej uporządkowanym.

W latach 2012–2018 oprócz drugiego wydania książki Obliczanie konstrukcji żel-
betowych według Eurokodu 2 [A20] ukazały się cztery inne moje publikacje wydane
przez Wydawnictwo Naukowe PWN, które napisałem ze współautorami. Są to:
• Tablice i wzory do projektowania konstrukcji żelbetowych z przykładami obli-

czeń (2013 i 2014) – współautorzy: A. Golubińska i P. Knyziak, [A19],
• Przykłady obliczania konstrukcji żelbetowych. Zeszyt 1. Budynek ze stropami

płytowo-żebrowymi (2015) – współautorzy: A. Golubińska i P. Knyziak, [A21],
• Przykłady obliczania konstrukcji żelbetowych. Zeszyt 2. Elementy ściskane

(2016) – współautorzy: B. Grzeszykowski i A. Golubińska, [A23],
• Przykłady obliczania konstrukcji żelbetowych. Zeszyt 3. Zarysowanie (2018)

– współautorzy: B. Grzeszykowski i A. Golubińska, [A25].
Wiele ulepszeń w niniejszym wydaniu opiera się na tych książkach.
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2 1. Wstęp

Przygotowując trzecie wydanie kierowałem się tymi samymi zasadami, które
nadały kształt wydaniom poprzednim. Metody obliczeń są zilustrowane licznymi
przykładami, a najważniejsze z nich przedstawiam jako algorytmy, tablice i wykresy,
które – mam nadzieję – dzięki zwięzłej i przejrzystej formie umożliwiają jak najprostsze
wykonanie niezbędnych obliczeń. Najważniejsze zasady konstruowania też podałem
w formie prostych zestawień. Szczegółowy spis algorytmów i tablic ma umożliwiać
szybkie znajdowanie tych, które są potrzebne.

W prostych przypadkach nie ma konieczności studiowania uzasadnień tych algo-
rytmów – można zatem stosować książkę jak narzędzie do projektowania. Niemniej
jednak za ważne uznałem przedstawienie genezy przepisów stosowanych w praktyce.
Dlatego teoria zajmuje w książce wiele miejsca. Starałem się przedstawić kompletne
uzasadnienia zasad i wyprowadzenia wzorów zalecanych w normie.

Pozwalam sobie powtórzyć za wstępem do poprzednich wydań, że opracowanie
i uzgodnienie wielu norm, tworzących system Eurokodów, jest wielkim osiągnięciem
licznych zespołów naukowców i inżynierów. Niemniej jednak niektóre z tych norm,
a wśród nich omawiana tu część 1–1 Eurokodu 2, noszą na sobie piętno przewlekłego
trybu pracy zespołowej, w której trzeba było uzgodnić partykularne zasady stosowane
w wielu krajach. Moim zdaniem Eurokod, z którego zaczerpnięto omawiane tu zasady
projektowania, nie wyróżnia się przejrzystością ani jasnością. Tu powinienem chyba
dodać, że nie jestem odosobniony w tej opinii, chociaż czasem odnoszę wrażenie, że
głoszę ją z większą natarczywością niż inne osoby, będące podobnego zdania.

Ideałem byłoby, gdyby inżynier na podstawie ogólnych zasad i tekstu normy, po-
sługując się wiedzą uzyskaną na uczelni i w praktyce, mógł domyślić się uzasadnienia
zawartych w normie zaleceń. Szczególnie należałoby starać się o jasny związek prze-
pisów z zasadami wytrzymałości materiałów i mechaniki, które są przecież uniwersal-
nym językiem inżynierów. Oczywiście, spełnienie tego postulatu w całej pełni nie jest
możliwe, ale można się do niego zbliżyć. Niestety, jak się zdaje autorzy Eurokodu nie
przywiązywali do tego postulatu dużej wagi – wprost przeciwnie, odnosi się wraże-
nie, że proste problemy przedstawiano czasem z rozmysłem w formie, która, zdaniem
autorów normy miała być najprostsza, a moim zdaniem jest zagmatwana. Przykładem
takich nieudanych sformułowań jest wyznaczanie współczynnika pełzania (obliczenia
dokładne są tu prostsze niż zalecana w normie metoda uproszczona).

Metody obliczania i konstruowania zalecane w książce są oparte na normie PN-EN
[N1]. Zalecając postępowanie inne niż w tej normie (takie zalecenia są niezbyt liczne),
oczywiście przedstawiam uzasadnienia i staram się opierać na źródłach mających duży
autorytet, jak np. niemiecki Załącznik krajowy do Eurokodu. Oczywiste błędy i po-
myłki normy poprawiłem – poprawki opatrzyłem wyjaśnieniami. Starałem się także,
żeby wymagania i wzory, które nie występują w normie, nie były sprzeczne z ogól-
nymi zasadami Eurokodu.
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1. Wstęp 3

Niektóre rozdziały książki zawierają informacje, które są znacznie obszerniej
przedstawione w książkach prof. Włodzimierza Starosolskiego (np. właściwości mate-
riałów, zasady konstruowania), A. Ajdukiewicza i J. Mamesa (konstrukcje sprężone)
i innych autorów. Rozdziały te są jednak niezbędne, gdyż rozpatrywanie zasad oblicza-
nia w oderwaniu od tych informacji mogłoby wywoływać niejasności – występowałby
nadmiar powołań na inne książki lub samą normę.

Mam nadzieję, że czytelnicy uznają za wartościowe wymienione poniżej cechy
charakteryzujące książkę.

1. Uporządkowanie przepisów dotyczących trwałości konstrukcji i otulenia zbro-
jenia, pochodzących z kilku norm, w formie zwięzłego algorytmu scalającego wszyst-
kie potrzebne informacje.

2. Uporządkowanie informacji dotyczących zmodyfikowanego wieku i wyznacza-
nia wytrzymałości betonu i współczynnika pełzania w zależności od tego wieku.

3. Przejrzyste przedstawienie konsekwencji zastosowania tzw. alternatywnego
wyboru kombinacji obciążeń w stanie granicznym nośności oraz zastosowanie tych
zasad do projektowania belek i płyt ciągłych.

4. Algorytmy do projektowania przekrojów obciążonych siłą podłużną i momen-
tem zginającym.

5. Uporządkowanie przepisów dotyczących obliczania ze względu na ścinanie (re-
dakcja tych przepisów w normie może budzić parę zastrzeżeń).

6. Jasne przedstawienie zagadnień związanych z wpływem ukośnego zarysowania
na siły w rozciąganym zbrojeniu podłużnym.

7. Uzupełnienie niekompletnych przepisów normy dotyczących skręcania.
8. Prostsze niż w normie przedstawienie niektórych zasad konstruowania (np. ta-

blica do wyznaczania długości zakotwienia zbrojenia na podporach i zasady dotyczące
kotwienia zbrojenia fundamentów).

9. Zwięzłe, ale – mam nadzieję – przejrzyste przedstawienie racjonalnych, ale za-
wiłych przepisów, dotyczących wymagań ze względu na zarysowanie i dekompresję,
stosowanych do konstrukcji sprężonych.

10. Znaczne rozwinięcie (w porównaniu z normą i poprzednimi wydaniami ni-
niejszej książki) zagadnień sprawdzania minimalnego zbrojenia, zwłaszcza w przy-
padkach, w których istotną rolę odgrywają naprężenia wywołane przez temperaturę
i skurcz betonu.

W książce nie omawiam zagadnień będących przedmiotem innych Eurokodów,
jak np. mostów i zbiorników. Nie omawiam także wytrzymałości zmęczeniowej ma-
teriałów oraz konstrukcji z betonów lekkich, a o konstrukcjach niezbrojonych i słabo
zbrojonych oraz zasadach konstruowania elementów prefabrykowanych i zespolonych
wspominam tylko w kilku miejscach.
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4 1. Wstęp

Czuję się zobowiązany do złożenia podziękowań dr inż. Agnieszce Golubińskiej,
która jako pierwsza przeczytała nową wersję książki, wniosła wiele cennych uwag
i opracowała nowe rysunki.

Oddając książkę w ręce Czytelników, proszę o uwagi na adres a.knauff@chello.pl.

Michał Knauff
Warszawa, marzec 2018
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Właściwości betonu

2.1. Uwagi wstępne, struktura a właściwości
mechaniczne betonu

Tematem tego rozdziału są właściwości betonu stwardniałego. Nie rozpatruje się tu
zagadnień związanych z właściwościami składników betonu ani z dobieraniem składu
zapewniającego osiągnięcie wymaganych cech betonu. Beton uważa się za sztuczny
kamień, który osiągnął już wytrzymałość pozwalającą na przenoszenie obciążenia.

Cechy betonu stwardniałego zmieniają się znacznie w zależności od wieku betonu.
Zakres omawiania takich zagadnień, jak przyrost wytrzymałości betonu i zależne od
czasu zmiany innych jego cech (skurcz, współczynnik pełzania), które mogą wpływać
na projektowanie konstrukcji, jest co najmniej taki jak w normie [N1]. Nie rozpatruje
się tu jednak zjawisk fizyko-chemicznych, które wpływają na cechy betonu – uznaje
się, że beton jest wystarczająco scharakteryzowany tymi stałymi materiałowymi, które
są wzięte pod uwagę w normach projektowania.

Za beton zwykły uważa się beton o gęstości 20–26 kN/m3. Według [N13] w zesta-
wieniach obciążeń przyjmuje się, że ciężar objętościowy betonu stwardniałego wynosi
24 kN/m3, a żelbetu ze zwykłym stopniem zbrojenia 25 kN/m3. Jeżeli rozpatruje się
ciężar betonu, który jeszcze nie stwardniał, to wartości te zwiększa się o 1 kN/m3.

Betony lekkie, lżejsze od zwykłych, projektuje się na podstawie zasad pokrew-
nych, opartych na normie dotyczącej betonu zwykłego. Dodatkowe przepisy dotyczące
betonu lekkiego zawarto w jednym z rozdziałów normy [N1]. Dawniej w Polsce sto-
sowano do tego celu normę [N42] opartą w dużym stopniu na ówczesnej normie pro-
jektowania konstrukcji z betonu zwykłego.

Do celów specjalnych (np. budowy konstrukcji w energetyce jądrowej) bywają
stosowane betony ciężkie. Projektowanie konstrukcji z tych betonów nie będzie tu
omawiane.
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6 2. Właściwości betonu

Podstawową właściwością betonu jest wytrzymałość na ściskanie. Zwykle w pro-
jektach inne cechy mechaniczne wyznacza się na podstawie umieszczonych w normie
tablic, w których wartości charakteryzujące te cechy (np. wytrzymałość na rozciąga-
nie, moduł sprężystości, odkształcenia graniczne) są przyporządkowane wytrzymałości
na ściskanie. Inna możliwość to eksperymentalne wyznaczanie tych cech, stosowane
wtedy, gdy precyzyjne określenie ich wartości ma szczególne znaczenie.

W okresie ostatnich dwudziestu lat nastąpił ogromny postęp w wytwarzaniu i sto-
sowaniu betonu o wysokiej wytrzymałości. Jeszcze w normie polskiej z 2002 roku
[N5], opartej na aktualnych wtedy wersjach Eurokodu 2, najmocniejszym betonem był
beton o wytrzymałości charakterystycznej 50 MPa. W aktualnej normie [N1] wprowa-
dzono wyższe klasy betonu – najmocniejszy ma wytrzymałość charakterystyczną wy-
noszącą 90 MPa. Do bardzo mocnych betonów bywają stosowane nazwy BWW (beton
wysokowartościowy), HPC (od ang. high performance concrete), BUWW (beton ultra-
wysokowartościowy) i podobne. Podstawowe wiadomości o współczesnej klasyfikacji
bardzo mocnych betonów można znaleźć w książce A. Ajdukiewicza i J. Mamesa [4].
W normie [N1] wszystkie klasy betonu zwykłego przedstawiono w jednej tablicy – nie
stosuje się żadnego określenia wyróżniającego betony mocniejsze. Jednakże do beto-
nów, które mają wytrzymałość charakterystyczną nie przekraczająca 50 MPa, stosuje
się wspólne zasady i niektóre stałe materiałowe (np. odkształcenie graniczne), a każ-
dej klasie betonu mocniejszego przypisuje się inne wartości odkształceń granicznych
i takich współczynników, jak np. η i λ (p. 2.6). Z tego względu dogodnie byłoby po-
dzielić betony na zwyczajne (mające wytrzymałość charakterystyczną nie większą niż
50 MPa) i mocniejsze od nich betony o wysokiej wytrzymałości. Takie nazwy jednak
w normie [N1] nie występują.

Projektując konstrukcję, zakłada się, że wytrzymałość betonu jest stałą materia-
łową, tzn. że każdy wycięty z konstrukcji element z betonu ma taką samą wytrzymałość.
Tak rozumiana wytrzymałość jest pojęciem abstrakcyjnym, które odpowiada rzeczywi-
stości tylko w przybliżeniu. Lokalna wytrzymałość betonu zależy do pewnego stopnia
od czynników, które nie są na ogół brane pod uwagę w projektowaniu elementu, np.
od kierunku napełniania form betonem, metod zagęszczania itp. Obszary betonu przy-
legające do deskowania mają często wytrzymałość większą niż obszary leżące w głębi
(tzw. efekt ściany), gdyż przy brzegu występuje mniejsze zagęszczenie kruszywa gru-
bego, a więc większy jest udział zaprawy i zaczynu, które są bogatsze w cement. Zja-
wisko to ma oczywiście większy wpływ na elementy małe niż na duże. W grubych ele-
mentach osiadanie betonu w początkowej fazie twardnienia, powstrzymywane przez
szkielet zbrojenia, może mieć negatywny wpływ na zagęszczenie górnych partii be-
tonu. Zjawisko to uwzględnia się, uzależniając graniczne naprężenie przyczepności od
„warunków przyczepności”. Niemniej jednak odstępstwa od idei wytrzymałości jako
stałej materiałowej bierze się pod uwagę tylko w szczególnych przypadkach, a idea wy-
trzymałości niezależnej od kształtu i rozmiarów elementu jest użyteczna i powszechnie
stosowana do celów praktycznych, jako podstawa oceny wytrzymałości konstrukcji.
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2.1. Uwagi wstępne, struktura a właściwości mechaniczne betonu 7

Stwardniały beton jest materiałem heterogenicznym, złożonym z dwóch podsta-
wowych faz: zhydratyzowanego zaczynu cementowego i kruszywa. Rodzaj kruszywa
i wytrzymałość zaczynu mają istotny wpływ na właściwości betonu. Właściwości te sil-
nie zależą także od warstwy kontaktowej łączącej zhydratyzowany zaczyn z ziarnami
kruszywa.

Przedstawiony tu dalej opis podstawowych zjawisk jest bardzo lakoniczny. Obszer-
niejsze informacje można znaleźć w opracowaniach poświęconych samemu betonowi.
Pożyteczny, zwięzły przegląd najważniejszych zagadnień, z bogatym spisem piśmien-
nictwa, opracowany w związku z Eurokodem, znajduje się w pracy H.K. Hilsdorfa [49].
Obszerny opis właściwości betonu stwardniałego można znaleźć np. w opracowaniu
K. Flagi [39]. Podstawowe, obszerne dzieła w języku polskim poświęcone właściwo-
ściom i technologii betonu to książki A.M. Neville’a [107] i Z. Jamrożego [51].

Jeszcze przed przyłożeniem jakichkolwiek obciążeń zewnętrznych w betonie ist-
nieje układ mikrorys, które powstają dlatego, że swoboda skurczu twardniejącego za-
czynu jest ograniczona przez sztywniejsze od niego kruszywo. Mikrorysy mają istotny
wpływ na wytrzymałość i odkształcalność betonu.

Wytrzymałość, którą beton wykazuje przy makroskopowo równomiernym osio-
wym ściskaniu, zależy od nierównomiernych, lokalnie wieloosiowych rozkładów na-
prężeń, powstających na skutek heterogenicznej struktury materiału. Zwykle kruszywo
jest sztywniejsze od zaczynu, a zatem przenosi ono większą część obciążenia niż za-
czyn. Gdy naprężenia ściskające osiągają około 40% wytrzymałości betonu, rysy skur-
czowe na powierzchniach kontaktu matrycy cementowej z kruszywem zaczynają się
poszerzać, a przy około 80% wytrzymałości przecinają matrycę, przede wszystkim
równolegle do kierunku głównego ściskania. Rozwojowi mikrozarysowania odpowia-
dają efekty akustyczne, które można łatwo zaobserwować i zarejestrować. Związek tych
efektów z cechami wytrzymałościowymi betonu rozpatruje np. K. Flaga w książce [39].

Wpływ mikrozarysowania przy ściskaniu objawia się również w postaci nielinio-
wej zależności naprężenie-odkształcenie. Liczba i długość mikrorys rosną w miarę
zwiększania obciążenia. Jeżeli badanie polega na zwiększaniu obciążenia, to po osią-
gnięciu krytycznych rozmiarów przez jedną lub kilka mikrorys następuje gwałtowne
wyczerpanie nośności badanego elementu. Jeżeli urządzenie do badania umożliwia re-
gulację odkształceń, to po osiągnięciu krytycznego odkształcenia można zaobserwo-
wać spadek naprężeń, który na wykresie naprężenie-odkształcenie jest reprezentowany
przez opadającą gałąź tego wykresu. W punkcie 2.6.1 przedstawiono standardową nie-
monotoniczną krzywą według normy [N1]. Proces niszczenia lekkiego betonu kruszy-
wowego przebiega inaczej, gdyż na ogół moduł sprężystości lekkiego kruszywa jest
mniejszy niż moduł sprężystości zaczynu, a mikrorysy mogą rozwijać się także w kru-
szywie. Własności kruszywa w betonie lekkim mogą mieć znacznie większy wpływ na
wytrzymałość betonu niż w betonie zwykłym.

W przypadku rozciągania proces rozwoju mikrozarysowania wpływa na nieli-
niowy charakter zależności naprężenie-odkształcenie dopiero po osiągnięciu około
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8 2. Właściwości betonu

70% wytrzymałości [49]. Przy większych naprężeniach mikrozarysowanie rozwija się
przede wszystkim prostopadle do kierunku rozciągania. W otoczeniu największych
„defektów” struktury rozwija się strefa, w której przy rosnących odkształceniach na-
prężenia maleją, nazywana strefą aktywną (ang. process zone). Strefę taką można
zaobserwować, badając np. swobodnie podparte beleczki, obciążone w środku siłą
skupioną, w których pod siłą w strefie rozciąganej znajduje się wstępnie wykonane na-
cięcie – wtedy strefa aktywna powstaje i rozwija się nad końcem nacięcia. Na podsta-
wie wyników takich doświadczeń można wyznaczyć pracę potrzebną do wyczerpania
nośności próbki i energię pękania GF w N · mm/mm2. Jest to energia potrzebna do
utworzenia rysy o jednostkowej powierzchni – można ją uważać za stałą materiałową,
zależną od wytrzymałości betonu i rozmiarów ziaren kruszywa. Ze względu na istotne
znaczenie wielu szczegółów doświadczenia takie należy przeprowadzać, biorąc pod
uwagę międzynarodowe zalecenia, np. przedstawione w normie [N41].

Przyjmuje się zatem, że wykres zależności naprężenie-odkształcenie ma część
opadającą także przy rozciąganiu, ale takie założenie jest prawdziwe tylko w odniesie-
niu do wąskiej strefy, w której dochodzi do wyczerpania nośności (rys. 2.1).

Rys. 2.1. Osiowe rozciąganie betonu według [32]: a) zależność naprężenie-odkształcenie,
b) zależność naprężenie-przemieszczenie w strefie aktywnej

Mechanika pękania betonu ma bardzo bogate piśmiennictwo. Stan wiedzy w tej
dziedzinie przedstawiono np. w raportach American Concrete Institute [1] i [2], a po
polsku w książce Sz. Wolińskiego [146].

Autorzy raportu [2] stwierdzają, że co prawda mechanika pękania nie ma bez-
pośredniego zastosowania w praktyce i zaleceniach normowych, ale ma znaczenie
praktyczne przy tworzeniu programów MES do analizy konstrukcji żelbetowych –
umożliwia uzyskiwanie obiektywnych rozwiązań. Ponadto może być stosowana do ana-
lizy zagadnień, w których znaczenie mają ciągliwość i uwalnianie energii w strefach
aktywnych. Przede wszystkim jednak mechanika pękania wyjaśnia problem wpływu
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2.2. Doświadczalne wyznaczanie wytrzymałości betonu 9

rozmiarów elementu na wytrzymałość. Dziś uważa się, że efekt skali występuje przede
wszystkim na skutek uwalniania energii wzdłuż frontu stref aktywnych. Dalsze roz-
ważania dotyczące tego zagadnienia można znaleźć w punkcie 13.3, w którym mowa
o momencie rysującym.

W normie [N1], w rozdziale dotyczącym konstrukcji niezbrojonych i słabo zbro-
jonych, umieszczono jedynie enigmatyczne stwierdzenia: „Dopuszcza się stosowanie
metod mechaniki pękania, gdy można wykazać, że zapewniają one wymagany poziom
bezpieczeństwa” oraz „…w przypadku analizy nieliniowej (np. mechanika pękania)
należy wykonać sprawdzenie zdolności konstrukcji do znoszenia odkształceń…”. Nie-
mniej jednak według tej normy można uwzględnić korzystny wpływ efektu skali przy
projektowaniu niskich elementów zginanych, wykorzystując zależność przedstawioną
na rysunku 2.7.

2.2. Doświadczalne wyznaczanie wytrzymałości betonu

2.2.1. Wytrzymałość na ściskanie

Wytrzymałość na ściskanie wyznacza się na podstawie badań próbek. Wyniki takich
badań zależą nie tylko od właściwości samego betonu, ale także od czynników, które
są związane z techniką przeprowadzania doświadczenia. Wyniki badań próbek zależą
od metod zagęszczania i pielęgnacji próbek, a wytrzymałość betonu w konstrukcji od
techniki wznoszenia konstrukcji. Dlatego sposób badania jest znormalizowany. Także
maszyna do badań powinna być zgodna z odpowiednią normą. Wtedy wyniki badań
uzyskane w różnych laboratoriach można porównywać, a do określania wytrzymałości
betonu w projekcie stosować jednolite postępowanie, w którym, stosując odpowiednio
dobrane współczynniki, bierze się pod uwagę różnicę między wytrzymałością betonu
w próbkach a wytrzymałością betonu w konstrukcji.

Wymagania dotyczące betonu są określone w wielu normach. Podstawowe znacze-
nie ma norma [N24]. Komentarze i wyjaśnienia do tej, niezbyt jasnej, normy można
znaleźć w starannie opracowanym komentarzu [11]. Szczegółów badania wytrzymało-
ści dotyczą normy [N25]–[N29].

Przed wejściem w życie normy [N24] niektóre przedstawione w niej zagadnienia
były znormalizowane w normie [N30].

Wytrzymałość na ściskanie określa się na podstawie badań próbek sześciennych
o boku 150 mm (wytrzymałość kostkowa) lub próbek walcowych o średnicy 150 mm
i wysokości 300 mm (wytrzymałość walcowa). Zwykle badanie przeprowadza się po
28 dniach dojrzewania próbek w znormalizowanych warunkach.

Można stosować także inne próbki pod warunkiem, że związek wyników badań
tych próbek z wynikami normowymi zostanie ustalony i udokumentowany z wystar-
czającą dokładnością.
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10 2. Właściwości betonu

Wytrzymałość próbki wyznacza się, dzieląc wyznaczoną doświadczalnie siłę nisz-
czącą Pn przez pole przekroju poprzecznego próbki Ac:

fc =
Pn
Ac
.

W Europie podstawową próbką do badania wytrzymałości na ściskanie jest walec
150×300 mm (rys. 2.2b). Podobne próbki (o wymiarach określonych w calach) stosuje
się także w USA. Przez wiele lat w Polsce podstawową próbką był sześcian o boku
150 mm – takie sześciany można nadal stosować w zgodzie z normami europejskimi
(rys. 2.2c).

Rys. 2.2. a) Schemat badania wytrzymałości na ściskanie, b) walec – próbka podstawowa we-
dług Eurokodu (także w USA), c) sześcian o boku 150 mm według wycofanych norm polskich
(także wielu innych) jest nadal stosowany (dozwolony w Eurokodach), d) walec według norm
polskich sprzed 1975 roku – tzw. szesnastka

Wytrzymałość wyznaczoną na podstawie badania podstawowych próbek walco-
wych oznacza się przez fc,cyl, a wytrzymałość wyznaczoną na podstawie badania sze-
ścianów o boku 15 cm przez fc,cube. Próbki kostkowe wykazują wytrzymałość większą
niż walcowe. Przybliżona zależność między fc,cyl i fc,cube jest wyrażona w nazwach
klas betonu (np. C30/37). Pierwsza liczba w tej nazwie oznacza charakterystyczną wy-
trzymałość, którą beton tej klasy powinien osiągać przy badaniu próbek walcowych,
a druga dotyczy charakterystycznej wytrzymałości wyznaczanej na kostkach.

Wytrzymałość betonu można w przybliżeniu ocenić na podstawie wyników uzy-
skanych z badań próbek innych niż określone w aktualnej normie – wtedy można wy-
konać przeliczenie wytrzymałości za pomocą prostych współczynników. I tak np. (dane
orientacyjne) żeby uzyskać „wytrzymałość” sześcianów 15 cm na podstawie badań sze-
ścianów 20 cm, należy wynik doświadczeń pomnożyć przez 1,05. Wyniki otrzymane
z badań sześcianów 10 cm należy w tym samym celu pomnożyć przez 0,90. Zesta-
wienie współczynników do przeliczania wytrzymałości próbek o różnych rozmiarach
można znaleźć np. w podrozdziale 4.3 książki [15].
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2.2. Doświadczalne wyznaczanie wytrzymałości betonu 11

Na wyniki badań próbek mają wpływ takie czynniki, jak proporcje i rozmiary pró-
bek, tempo obciążania i sposób wyrównywania powierzchni. Dawniej stosowano różne
rodzaje podkładek (np. sklejka 4 mm, gips) w celu wyrównania nacisku wywieranego
na próbkę w prasie. Dziś stosuje się wyrównywanie powierzchni przez szlifowanie lub
nakładanie cienkiej warstwy wyrównującej (zaprawy z cementem glinowym lub mie-
szanki siarkowe, nakładki piaskowe).

Rys. 2.3. Wpływ tarcia na typ zniszczenia próbki

Typowy wygląd próbki po badaniu przedstawiono na rysunku 2.3b. Tarcie pomię-
dzy prasą a powierzchnią próbki wywołuje siły (rys. 2.3a), które utrzymują części
próbki przylegające do prasy w stanie trójosiowego ściskania – dlatego części te po
badaniu pozostają w całości, a zniszczona zostaje centralna część próbki. Jeżeli usunie
się tarcie, to obraz zniszczenia będzie podobny do przedstawionego na rys. 2.3c. Bada-
nia próbek, mających wysokość większą od średnicy, np. standardowych próbek walco-
wych, prowadzą do lepszej oceny wytrzymałości przy osiowym ściskaniu, gdyż ta część
elementu, w której dochodzi do dobrego przybliżenia osiowego ściskania, ma większy
udział w całej objętości próbki. Istotny wpływ na wyniki badań mają rozmiary próbek
– wytrzymałość określona na próbkach dużych jest mniejsza niż określona na prób-
kach małych. Zjawisko to bywa nazywane efektem skali. Efekt skali występuje także
w badaniach innych materiałów o strukturze ziarnistej, np. żeliwa. Oparte na uprosz-
czonym założeniu, dotyczącym struktury materiału, wyjaśnienie efektu skali wynika ze
statystycznej teorii materiałów kruchych. Zakłada się, że w objętości próbki rozmiesz-
czone są defekty, tzn. lokalne osłabienia struktury o różnych rozmiarach. Największy
defekt zapoczątkowuje zniszczenie próbki. Zakładając, że defekty są rozłożone losowo,
dochodzi się do wniosku, że w dużej próbce prawdopodobieństwo natrafienia na od-
powiednio duży defekt jest większe niż w próbce małej. Prosta teoria wyjaśniająca,
dlaczego duże próbki są słabsze niż małe, jest oparta na stosowaniu rozkładu Weibulla
[13], [53]. Oczywiście, rzeczywiste zjawiska są znacznie bardziej złożone. Na podsta-
wie wzmiankowanej tu prostej teorii i wyników doświadczeń wiadomo, że efekt skali
jest szczególnie istotny w próbkach o małej objętości i zanika w miarę jej powiększania.
Próbki o standardowych wymiarach mają objętość wystarczająco dużą, pozwalającą na
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12 2. Właściwości betonu

racjonalną ocenę wytrzymałości betonu w konstrukcjach o wymiarach znacznie więk-
szych od próbek. Warto jednak zdawać sobie sprawę z tego, że wytrzymałość betonu
określana znormalizowanym metodami ma charakter „techniczny” – zależy nie tylko
od samego materiału, ale także od czynników związanych z metodą badania.

2.2.2. Wytrzymałość na rozciąganie

Na podstawie badania próbek rozciąganych osiowo (rys. 2.4) wytrzymałość na rozcią-
ganie można wyznaczyć ze wzoru

fct =
Pn
Ac
,

w którym Pn oznacza siłę niszczącą, a Ac pole przekroju poprzecznego środkowej czę-
ści próbki.

Uzyskanie wiarygodnych wyników w badaniach, w których realizuje się schemat
według rysunku 2.4, jest trudne, gdyż wymaga zapewnienia rzeczywiście osiowego
rozciągania. Wynik badania jest wiarygodny tylko wtedy, gdy rozerwanie próbki na-
stępuje w jej środkowej części, a nie w szczękach prasy. W celu uzyskania takich wyni-
ków stosuje się np. uchwyty przyklejane do próbek i zamocowywane w prasie. Z tego
powodu badania według schematu na rysunku 2.4, w których realizuje się osiowe roz-
ciąganie zgodnie z jego definicją, nie są stosowane zbyt często. Częściej wytrzymałość
na rozciąganie określa się znormalizowanymi metodami pośrednimi przez badanie pró-
bek rozłupywanych lub zginanych [N28], [N29].

Wynikiem badania wytrzymałości według schematu przedstawionego na ry-
sunku 2.5 jest wytrzymałość na rozciąganie przy rozłupywaniu fct,sp (ang. tensile
splitting strength). Ten sposób badania bywa także nazywany metodą brazylijską. Ba-
danie polega na rozłupywaniu walca (lub kostki) przez obciążenie przyłożone wzdłuż
tworzącej. W pionowym przekroju poprzecznym walca powstają naprężenia naszkico-
wane na rysunku 2.5.

Bezpośrednio pod siłami obciążającymi próbkę powstają duże naprężenia ściska-
jące prostopadłe do tych sił. Zasięg tych stref ściskanych jest niewielki, a w głębi próbki
wytwarza się strefa, w której działają siły rozciągające prostopadłe do obciążenia, które
doprowadzają do rozłupania próbki (rys. 2.5). Przyjmuje się, że wytrzymałość betonu
na rozciąganie jest proporcjonalna do siły rozłupującej F.

Podobnie jak w przypadku ściskania wynik badania zależy od szczegółów tech-
nicznych doświadczenia, a więc badania należy wykonywać zgodnie z normą [N28].
Tak wyznaczona wytrzymałość nie jest równa wytrzymałości przy rozciąganiu osio-
wym fct. Według normy [N1] można przyjmować, że zachodzi zależność:

fct = 0,9 fct,sp.
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Rys. 2.4. Schemat badania wy-
trzymałości na rozciąganie osiowe

Rys. 2.5. Badanie wytrzymałości na rozciąganie przez
rozłupywanie walców

Inny sposób badania wytrzymałości na rozciąganie polega na badaniu zginanych
beleczek (rys. 2.6). Wynikiem badania jest wytrzymałość na rozciąganie przy zgina-
niu fct, f l (ang. flexural tensile strength), którą oblicza się ze wzoru:

fct, f l =
Mn
W
=

1
3

6Pnl
bh2 ,

gdzie Mn jest wyznaczonym w badaniach momentem łamiącym beleczkę, a W – wskaź-
nikiem wytrzymałości przekroju poprzecznego.

Rys. 2.6. Badanie wytrzymałości na rozciąganie przy zginaniu: a) schemat, b) naprężenia
w przekroju leżącym pomiędzy siłami skupionymi

W badaniu na zginanie niewielkich beleczek silnie ujawnia się efekt skali. Ważne
są tu zjawiska związane z mechaniką pękania betonu, a także to, że strefa najwięk-
szych rozciągań, która decyduje o wyczerpaniu nośności, ma małe rozmiary. Dalsze
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14 2. Właściwości betonu

wyjaśnienia tego zagadnienia i związanego z nim problemu obliczania momentu rysu-
jącego można znaleźć w punktach 2.1 i 13.3.

Wytrzymałość na rozciąganie przy zginaniu jest zatem zwykle znacznie większa
niż wytrzymałość na rozciąganie osiowe, a stosunek średniej wytrzymałości fctm, f l do
średniej wytrzymałości na rozciąganie osiowe fctm zależy od wysokości badanych belek
(rys. 2.7).

Rys. 2.7. Stosunek wytrzymałości na rozciąganie
przy zginaniu do wytrzymałości na rozciąganie osio-
we w zależności od wysokości belki (według [N1])

W zwykłych warunkach wytrzymałość na rozciąganie nie ma zasadniczego wpły-
wu na wyniki obliczeń. W związku z tym nie wyznacza się tej wytrzymałości przez
badanie próbek. Za wystarczająco dokładne uznaje się wartości zawarte w tablicy 2.1
umieszczonej w punkcie 2.5, opartej na tablicy 3.1 normy [N1], w której wytrzymałość
na rozciąganie i moduł sprężystości betonu przyporządkowano jednoznacznie wytrzy-
małości na ściskanie. Wyniki badań zależności między tymi dwoma rodzajami wytrzy-
małości można znaleźć np. w książce A.M. Neville’a [107].

2.3. Wytrzymałość na ściskanie jako zmienna losowa
o rozkładzie normalnym

Wyniki badań próbek wykazują losowe fluktuacje. Wytrzymałość betonu należy więc
rozpatrywać jako zmienną losową. Wskaźnik zmienności wyników badań (tzn. stosu-
nek odchylenia standardowego do wartości średniej) zwykle wynosi od kilku do kilku-
nastu procent.

Na rysunku 2.8 przedstawiono wyniki wyimaginowanego doświadczenia, polega-
jącego na badaniu dużej liczby próbek pochodzących z jednorodnej i nieograniczonej
populacji. Oś wytrzymałości f podzielono na przedziały. Każdy wynik doświadcze-
nia umieszczony jest w odpowiednim dla niego przedziale ( fi, fi+1). Wysokość słupka
w każdym przedziale jest proporcjonalna do stosunku liczby wyników z rozpatrywa-
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nego przedziału do liczby wszystkich prób. Otrzymany w ten sposób wykres schod-
kowy przy powiększaniu liczby prób do nieskończoności z jednoczesnym zagęszcza-
niem przedziałów na osi f dąży do wykresu funkcji gęstości rozkładu zmiennej loso-
wej f .

Rys. 2.8. Wytrzymałość betonu na ściskanie jako zmienna losowa o rozkładzie normalnym

W normach i piśmiennictwie związanym z normami stosuje się następujące ozna-
czenia:

fcm – wytrzymałość średnia (indeks m pochodzi od słowa medium),
sn – estymator odchylenia standardowego wyznaczony na podstawie n wyników

sn =

√√√√ n∑
i=1

( fci − fcm)2

n − 1
, (2.1)

fp – kwantyl rzędu p – wartość zmiennej f taka, że: P( f < fp) = p (prawdopodo-
bieństwo zdarzenia polegającego na tym, że ( f < fp) = p). Na przykład kwantyl rzędu
0,05, czyli f0,05, oznacza taką wartość zmiennej f , że P( f < f0,05) = 0,05.

Szczególną rolę w klasyfikacji betonu odgrywa kwantyl wytrzymałości na ścis-
kanie rzędu 0,05, oznaczany przez fck i nazywany wytrzymałością charakterystyczną
betonu na ściskanie. Pięć procent pola leżącego pod wykresem funkcji gęstości leży
na lewo od punktu fc= fck, co oznacza, że w badaniach znacznej liczby próbek w pię-
ciu przypadkach na sto otrzyma się wyniki mniejsze od fck, a w dziewięćdziesięciu
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16 2. Właściwości betonu

pięciu przypadkach na sto wyniki badań będą od fck większe. Posługując się w ob-
liczeniach wartością fck zmniejszoną jeszcze przez zastosowanie współczynnika γC
(według p. 2.5) zapewnia się bezpieczeństwo konstrukcji.

Estymator kwantyla rzędu p można przedstawić w postaci:

fp = fcm − knsn. (2.2)

Jeżeli informacje o zmiennej losowej czerpiemy wyłącznie z rozpatrywanego doświad-
czenia, to współczynnik kn zależy od rozkładu zmiennej losowej, rzędu wyznaczanego
kwantyla i od liczby prób n. Jeżeli – jak często się zakłada – zmienna losowa ma rozkład
normalny z wartością średnią fm, to przy n→ ∞ dla kwantyla rzędu 0,05 współczynnik
ten wynosi w przybliżeniu 1,64, czyli

f0,05 = fm − 1,64sn. (2.3)

2.4. Wytrzymałość charakterystyczna na ściskanie

2.4.1. Definicja wytrzymałości charakterystycznej

Podstawowym pojęciem stosowanym do oceny klasy betonu ze względu na wytrzyma-
łość jest wartość charakterystyczna wytrzymałości betonu na ściskanie.

Określenie wartość charakterystyczna jest stosowane w normach także do innych
właściwości materiałów oraz do oddziaływań. Według normy Podstawy projektowania
konstrukcji [N12]:

„…wartość charakterystyczna (Xk lub Rk) to wartość właściwości materiału lub
wyrobu, odpowiadająca założonemu prawdopodobieństwu nieprzekroczenia w teo-
retycznie nieograniczonej serii prób. Zwykle odpowiada ona określonemu kwan-
tylowi przyjętego rozkładu statystycznego określonej właściwości materiału lub
wyrobu. W pewnych okolicznościach za wartość charakterystyczną przyjmuje się
wartość nominalną”.

Według podstawowej normy dotyczącej betonu [N24] wytrzymałość charaktery-
styczna to

„wartość wytrzymałości, poniżej której może się znaleźć 5% populacji wszystkich
możliwych oznaczeń wytrzymałości dla danej objętości betonu”.

Tak więc, wytrzymałość charakterystyczna betonu fck (na ściskanie) to kwantyl
rzędu 0,05 wytrzymałości walcowej fc,cyl.

Wartość fck można wyznaczyć na podstawie badań próbek walcowych. Można sto-
sować także próbki kostkowe – wtedy wynik badań powinien być odpowiednio większy,
według zasady wyrażonej w nazwach klas betonu. I tak np. próbki walcowe z betonu
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2.4. Wytrzymałość charakterystyczna na ściskanie 17

C30/37 powinny spełniać wymagania zgodności (z wytrzymałością charakterystyczną
założoną w specyfikacji) dla fck = 30 MPa, a próbki kostkowe dla wytrzymałości
37 MPa.

Jeżeli założyć, że wytrzymałość betonu ma rozkład normalny, to w wyniku „teore-
tycznie nieograniczonej serii prób”, w której odchylenie standardowe wyniosło s, war-
tość kn we wzorze (2.2) wynosi 1,64. Przy ograniczonej liczbie prób w grę wchodzi
zagadnienie wymaganego poziomu ufności i przy racjonalnym poziomie ufności war-
tości kn są większe. Z drugiej strony, rzadko (a może nigdy) zdarza się taka sytuacja,
w której ocena wytrzymałości opiera się wyłącznie na wynikach rozpatrywanej wła-
śnie próby – dysponujemy przecież doświadczeniem z wcześniejszych badań. Dlatego
wyznaczanie wartości fck nie może być oparte wprost i wyłącznie na wzorze (2.3). Ob-
szerne przepisy dotyczące tego zagadnienia przedstawiono w skrócie w punkcie 2.4.2.

Kontrola fck jest elementem kontroli produkcji, której powinien podlegać beton
(wyczerpujące informacje znajdują się w normie [N24] oraz w książkach [11] i [52]).
Producent jest odpowiedzialny za zgodność betonu ze specyfikacją, która powinna
obejmować wszystkie istotne wymagania.

W zwykłych przypadkach cechy betonu ważne ze względów konstrukcyjnych mo-
gą być opisane za pomocą tzw. skróconego oznaczenia, obejmującego podstawowe
dane, które powinny być zawarte w specyfikacji. Poniżej przedstawiono przykład skró-
conego oznaczenia betonu projektowanego (nie zajmujemy się tu betonem recepturo-
wym)

EN 206-1; C30/37; XC2 (PL); Cl 0,2; Dmax 8; V2.

Skrót ten oznacza, że beton jest zgodny z normą [N24], ma wytrzymałość charaktery-
styczną odpowiadającą klasie C30/37 (tzn. fckwynosi co najmniej 30 MPa), graniczne
wartości składu betonu (np. zawartości cementu i w/c) są odpowiednie dla klasy eks-
pozycji XC2 według przepisów polskich, klasa zawartości chlorków wynosi Cl 0,2,
maksymalny wymiar ziaren kruszywa 8 mm, konsystencja mieszanki V2.

2.4.2. Kontrola jakości i wyznaczanie wytrzymałości betonu

Wyznaczanie lub sprawdzanie fck betonu jest związane z pobieraniem próbek z pew-
nej populacji. W zależności od celu badań i od cech tej populacji mogą wystąpić trzy
następujące przypadki A, B i C:

A. Badania związane z produkcją betonu obejmujące
A1) kontrolę zgodności ze specyfikacją,
A2) badania wstępne,
A3) badanie identyczności.

B. Badania elementów z betonu do celów naukowych lub technicznych (czę-
sto związane z zastosowaniem projektowania wspomaganego badaniami według
normy [N12]).
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18 2. Właściwości betonu

C. Ocena wytrzymałości charakterystycznej betonu w istniejącej konstrukcji.
W żadnym z tych przypadków nie dysponujemy wynikami „teoretycznie nieograni-
czonej serii prób” – zachodzi potrzeba estymacji parametrów rozkładu na podstawie
ograniczonej liczby próbek.

A1. Kontrola zgodności ze specyfikacją
Tego rodzaju badania przeprowadza się na każdej budowie. Producent (np. wytwórnia
betonu) produkuje beton – wymagane właściwości (w tym wytrzymałość charaktery-
styczna) są określone w specyfikacji – producent ma obowiązek sprawdzania, czy beton
jest zgodny z tą specyfikacją (ocena zgodności).

Do określenia kryteriów zgodności zastosowano w normie metodę funkcji opera-
cyjno-charakterystycznych (ang. operating characteristic curves) – jest to pewna me-
toda statystycznego sterowania jakością. Związek między prostymi zasadami normy
a metodami statystycznego sterowania nie jest całkiem jasny. Obszerne rozważania do-
tyczące probabilistycznych aspektów kryteriów zgodności można znaleźć w książce
L. Brunarskiego [14].

Przy sprawdzaniu zgodności betonu ze specyfikacją należy rozróżniać produkcję
początkową i produkcję ciągłą.

Produkcja początkowa występuje, gdy zaczyna się produkować beton według no-
wej specyfikacji. Z pierwszych 50 m3 pobiera się trzy próbki, a następnie jedną próbkę
z każdych 200 m3 lub dwie na tydzień produkcji. Wymagana częstotliwość pobiera-
nia próbek zależy od tego, czy produkcja betonu jest certyfikowana, tzn. czy kontrola
produkcji prowadzona przez producenta jest oceniana i nadzorowana, a następnie po-
świadczana przez „uznaną jednostkę certyfikującą”. Podane tu zasady są właściwe, gdy
produkcja jest certyfikowana. Rozpatruje się serie po trzy próbki. Beton uznaje się za
zgodny (ze specyfikacją, w której wymaga się wytrzymałości charakterystycznej fck)
wtedy, gdy spełnione jest tzw. podwójne kryterium zgodności, tzn. średnia w każdej
serii fcm spełnia zależność (wszystkie wytrzymałości w MPa)

fcm ≥ fck + 4,
a wytrzymałość każdej pojedynczej próbki

fci ≥ fck − 4.
Produkcja początkowa zostaje uznana za zakończoną, gdy uzyska się co najmniej
35 wyników badań, w okresie nie dłuższym niż 12 miesięcy.

W przypadku produkcji ciągłej (tzn. produkcji, która następuje po wcześniejszym
wyprodukowaniu takiej ilości betonu, która pozwala uznać produkcję początkową za
zakończoną) próbki pobiera się rzadziej – jedną próbkę z każdych 400 m3 lub jedną na
tydzień produkcji (mowa tu o produkcji certyfikowanej) i bada się serie złożone z nie
mniej niż 15 próbek. Kryterium zgodności ma teraz postać:

fcm ≥ fck + 1,48σ, fci ≥ fck − 4.
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Jako oszacowanie odchylenia standardowego σ stosuje się wartość s (według
wzoru na odchylenie wyznaczone z próby) obliczoną na podstawie co najmniej 35
wyników badań uzyskanych w okresie trzech miesięcy bezpośrednio poprzedzających
sprawdzenie zgodności. Tę wartość odchylenia standardowego stosuje się tak długo,
jak długo odchylenie standardowe ostatnich 15 oznaczeń s15 spełnia warunek

0,63σ ≤ s15 ≤ 1,37σ.

Jeżeli powyższy warunek nie jest spełniony, to należy zmienić wartość σ (według za-
sady przedstawionej w normie [N24].

A2. Badania wstępne
Badaniami wstępnymi nazywa się badania prowadzone w celu ustalenia składu betonu,
który ma spełnić określone wymagania – wykonuje się je przed zastosowaniem nowego
betonu (rodziny betonów). Podane w normie kryteria akceptacji są w tym przypadku
określone z zapasem ( fcm = fck + 12 MPa), co ma zapewnić późniejszą zgodność
z wymaganiami według A1.

A3. Badanie identyczności
Badanie identyczności to sprawdzanie, czy określona objętość betonu rzeczywiście
spełnia wymagania specyfikacji. Przeprowadza się je np. wtedy, gdy istnieją wąt-
pliwości co do jakości zarobu lub ładunku lub gdy wymaga tego specyfikacja (np.
specyfikacja może wymagać dodatkowego zbadania betonu przeznaczonego na grupę
szczególnie ważnych belek lub słupów). Pobiera się od 2 do 6 próbek z badanego ła-
dunku. Zasady stosowane przy badaniu identyczności znajdują się w Załączniku B do
normy [N24].

B. Badania elementów z betonu do celów naukowych lub technicznych
Niekiedy elementy konstrukcyjne uznaje się za odpowiednie na podstawie badań eks-
perymentalnych, a nie na podstawie obliczeń lub nie tylko na podstawie obliczeń. Taka
metoda postępowania była stosowana od dawna, zwłaszcza do elementów prefabry-
kowanych. Dziś w normie [N12] znajdują się zasady dotyczące projektowania wspo-
maganego badaniami. Wyniki badań trzeba rozpatrywać jako zmienne losowe. Jeżeli
wynik badań ma być zastosowany w praktyce, to często trzeba go wyrazić w zależno-
ści od charakterystycznej wytrzymałości betonu – zachodzi potrzeba wyznaczenia tej
wytrzymałości na podstawie badań próbek.

Podobny problem występuje prawie zawsze w tych badaniach naukowych doty-
czących żelbetu, w których wyniki zależą od wytrzymałości betonu. Ilości betonu,
które występują w takich doświadczeniach, są wielokrotnie mniejsze od uzyskiwanych
w produkcji ciągłej. Ponadto zasady określone w punkcie A mają na celu wiarygodne
wykazanie, że wytrzymałość charakterystyczna nie jest mniejsza od zamówionej,
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a w badaniach zwykle potrzebne jest wiarygodne wyznaczenie wytrzymałości zarówno
średniej, jak i charakterystycznej. Zasad pobierania próbek według przypadku A tu nie
można zastosować – trzeba przyjąć zasady odpowiednie dla wykonywanego ekspery-
mentu.

C. Ocena wytrzymałości charakterystycznej betonu w istniejącej konstrukcji
Nie dysponujemy wynikami badań próbek lub też wyniki te uważamy za niewiarygodne
(np. na skutek różnicy w warunkach dojrzewania betonu w próbkach i w konstrukcji,
zaobserwowanych zarysowań itp.).

Badania betonu w konstrukcjach mogą polegać na:
• badaniu odwierconych z konstrukcji rdzeni (uważa się, że wyniki badań rdzeni

o średnicy 100–150 mm i o podobnej wysokości odpowiadają wynikom badań sze-
ścianów o boku 150 mm),
• określaniu wytrzymałości na podstawie liczby odbicia młotka udarowego,
• określaniu wytrzymałości na podstawie pomiaru prędkości przechodzących

przez beton fal ultradźwiękowych.
Stosuje się także inne metody badania wytrzymałości betonu w konstrukcji. Ob-

szerne informacje dotyczące tego zagadnienia znajdują się np. w książkach Ł. Drobca,
R. Jasińskiego i A. Piekarczyka [27], [52] oraz L. Runkiewicza [121].

Badanie betonu w konstrukcjach objęte jest normami serii PN-EN 12504 i Instruk-
cją ITB nr 194.

Warto podkreślić, że najczęściej stosowane metody badań przedstawione tu w A1
i A2 są nastawione na sprawdzanie zgodności wytrzymałości ze specyfikacją, a nie
na wyznaczanie wytrzymałości charakterystycznej betonu. I tak np., jeżeli zamówiono
beton klasy C30/37 i produkowany beton spełnia wymagania dla fck = 30 MPa, to pro-
dukt jest zgodny ze specyfikacją. Jeżeli producent, chcąc się asekurować przed ewentu-
alnym niepowodzeniem, wyprodukuje beton „za mocny”, np. spełniający wymagania
dla fck = 50 MPa, to nadal może twierdzić, że zamówienie (C30/37) zostało wykonane
właściwie.

Stosowanie betonu znacznie mocniejszego od zaprojektowanego nie jest właściwe,
gdyż może spowodować wystąpienie za szerokich rys. Wymagane w normie mini-
malne zbrojenie zależy od klasy betonu i jest tym większe im mocniejszy jest beton.
Może więc, przygotowując specyfikację należałoby się zabezpieczyć przed „za moc-
nym” betonem, np. stawiając wymaganie, że beton ma spełniać warunki normy dla
fck = 30 MPa, ale nie powinien spełniać tych warunków dla fck = 45 MPa.
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2.5. Klasy wytrzymałości i wytrzymałość obliczeniowa
betonu

2.5.1. Klasy wytrzymałości i cechy mechaniczne betonu

Klasyfikacja betonu opiera się na charakterystycznej wytrzymałości walcowej na ścis-
kanie. Klasę betonu oznacza się literą C i następującymi po niej dwiema liczbami
(np. C16/20). Pierwsza liczba oznacza wymaganą charakterystyczną wytrzymałość
walcową osiąganą po 28 dniach, określoną na próbkach wykonanych i pielęgnowa-
nych według serii norm EN 12390 [N25], [N26 ], [N27], druga – wytrzymałość kost-
kową. Symbol fck oznacza wytrzymałość charakterystyczną na ściskanie określoną na
walcach.

W normie [N1] znajduje się tablica, w której klasom betonu przyporządkowuje
się inne cechy potrzebne do projektowania. Zwykle zatem tylko przyjęta w projekcie
wartość fck jest oparta na badaniach próbek. Inne cechy betonu bada się empirycznie
tylko w szczególnych przypadkach.
Uwaga. W wydrukowanych bezpośrednio po wejściu w życie egzemplarzach normy
polskiej z 2002 roku [N5] (dziś wycofanej, ale ciągle stosowanej) klasy są oznaczone
literą B i liczbą związaną z wytrzymałością kostkową, zwaną wytrzymałością gwa-
rantowaną (np. B20 według PN oznacza tę samą klasę co C16/20 według norm euro-
pejskich).

W tablicy 2.1 zestawiono określone w normie wartości wytrzymałości średniej
na ściskanie fcm i na rozciąganie fctm oraz wartości dolnego kwantyla fctk,0,05 (zwa-
nego wytrzymałością charakterystyczną na rozciąganie – oznaczanego także przez fctk)
i górnego kwantyla fctk,0,95 wytrzymałości na rozciąganie. Jak widać średnią (walcową)
wytrzymałość na ściskanie wyznaczono w normie ze wzoru

fcm = fck + 8.

Jeżeli przyjąć, że wytrzymałość betonu rozpatrywana jako zmienna losowa ma rozkład
normalny, to na podstawie definicji fck (kwantyl rzędu 0,05) można obliczyć odchylenie
standardowe s tej zmiennej:

1,64s = 8→ s ≈ 5MPa.

Jak widać, budując tablicę wytrzymałości w normie, zakładano, że odchylenie standar-
dowe w badaniach próbek wynosi około 5 MPa niezależnie od klasy betonu. Wskaźnik
zmienności (stosunek s/ fcm) badań betonu mającego fcm = 20 MPa wynosi zatem, jak
postuluje się w normie, około 25%, a betonu mającego fcm = 98 MPa około 5%.

Wytrzymałości na rozciąganie wyznaczono ze wzorów:

fctm = 0,30 3
√

f 2
ck, fctk = 0,70 fctm.
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Tablica 2.1. Wytrzymałości (MPa) i moduły sprężystości betonu Ecm (GPa)

Klasa betonu fck fcm fctm fctk,0,05 fctk,0,95 Ecm
1)

C12/15 12 20 1,6 1,1 2,0 27
C16/20 16 24 1,9 1,3 2,5 29
C20/25 20 28 2,2 1,5 2,9 30
C25/30 25 33 2,6 1,8 3,3 31
C30/37 30 38 2,9 2,0 3,8 32
C35/45 35 43 3,2 2,2 4,2 34
C40/50 40 48 3,5 2,5 4,6 35
C45/55 45 53 3,8 2,7 4,9 36
C50/60 50 58 4,1 2,9 5,3 37
C55/67 55 63 4,2 3,0 5,5 38
C60/75 60 68 4,4 3,1 5,7 39
C70/85 70 78 4,6 3,2 6,0 41
C80/95 80 88 4,8 3,4 6,3 42
C90/105 90 98 5,0 3,5 6,6 44

Klasa betonu fck fcm fctm fctk,0,05 fctk,0,95 Ecm
1)

C12/15 12 20 1,6 1,1 2,0 27
C16/20 16 24 1,9 1,3 2,5 29
C20/25 20 28 2,2 1,5 2,9 30
C25/30 25 33 2,6 1,8 3,3 31
C30/37 30 38 2,9 2,0 3,8 32
C35/45 35 43 3,2 2,2 4,2 34
C40/50 40 48 3,5 2,5 4,6 35
C45/55 45 53 3,8 2,7 4,9 36
C50/60 50 58 4,1 2,9 5,3 37
C55/67 55 63 4,2 3,0 5,5 38
C60/75 60 68 4,4 3,1 5,7 39
C70/85 70 78 4,6 3,2 6,0 41
C80/95 80 88 4,8 3,4 6,3 42
C90/105 90 98 5,0 3,5 6,6 44

1) Wartości Ecm są odpowiednie dla betonów z kruszywem kwarcytowym. Dla kruszyw wa-
piennych należy te wartości zmniejszyć o 10%, dla kruszyw piaskowych zmniejszyć o 30%, dla
kruszyw bazaltowych zwiększyć o 20%.

Jeżeli wytrzymałość na rozciąganie wyznaczono przez rozłupywanie (indeks sp),
to do wytrzymałości zarówno średniej, jak i charakterystycznej, można stosować za-
leżność

fct = 0,9 fct,sp.

Moduł sprężystości betonu silnie zależy od jego składu (szczególnie od rodzaju
kruszywa) i dlatego wartości podane w tablicy 2.1, jednoznacznie przyporządkowane
klasom wytrzymałości, należy uważać jedynie za orientacyjne wskazówki, które są
właściwe w powszechnych zastosowaniach. Jeżeli konstrukcja jest wrażliwa na odchy-
lenia od założonej wartości modułu sprężystości, to należy ten moduł wyznaczyć eks-
perymentalnie.

Według normy [N1] „można przyjmować, że współczynnik Poissona betonu nieza-
rysowanego jest równy 0,2, a współczynnik Poissona betonu zarysowanego jest równy
zeru”. Zerową wartość tego współczynnika można zaobserwować, wykonując np. do-
świadczenie polegające na osiowym rozciąganiu zbrojonego podłużnie pręta żelbeto-
wego. Po przekroczeniu siły rysującej powstają poprzeczne rysy, które powodują, że be-
ton rozciągany przed zarysowaniem przy mniejszych obciążeniach zostaje odciążony.
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2.5. Klasy wytrzymałości i wytrzymałość obliczeniowa betonu 23

W rysach całą siłę podłużną przenosi zbrojenie. Odciążenie betonu powoduje zanik
poprzecznych skróceń, które powstały przed zarysowaniem. Uśrednione odkształcenia
poprzeczne betonu są zatem bliskie zeru – można to zjawisko opisywać (w uśrednie-
niu), nadając zerową wartość współczynnikowi Poissona. Nie oznacza to jednak, że
beton rozpatrywany jako materiał ciągły, ma zerowy współczynnik Poissona.

Można przyjmować, że w zwykłych warunkach współczynnik rozszerzalności ter-
micznej betonu jest równy 10−5 K−1.

2.5.2. Wytrzymałość obliczeniowa

Jest rzeczą oczywistą, że opieranie oceny nośności wyłącznie na 5% kwantylu wytrzy-
małości próbek fck nie mogłoby zapewnić wystarczającego bezpieczeństwa konstruk-
cji. Dlatego w obliczeniach dotyczących stanu granicznego nośności stosuje się obli-
czeniową wartość wytrzymałości betonu na ściskanie (ang. design value of concrete
compressive strength), krócej – wytrzymałość obliczeniową betonu fcd, mniejszą od
wytrzymałości charakterystycznej, wyznaczaną ze wzoru:

fcd = αcc
fck
γC
.

Podobnie wyznacza się wytrzymałość obliczeniową na rozciąganie

fctd = αct
fctk,0,05

γC
.

Wartość obliczeniową wytrzymałości określa się więc z dużą ostrożnością. Uważa się,
że w ten sposób uwzględnia się także czynniki, które mogą wpływać na zmniejszenie
wytrzymałości betonu w konstrukcji w porównaniu z wytrzymałością próbek.

W Eurokodzie [N2] podstawowa wartość częściowego współczynnika (bezpie-
czeństwa) betonu γC wynosi 1,5. Polski Komitet Normalizacyjny ustalił w Załączniku
krajowym do normy [N1], że w Polsce należy przyjmować γC = 1,4.

W przypadku sprawdzania sytuacji wyjątkowych stosuje się γC = 1,2. W oblicze-
niach nośności pali betonowanych in situ bez stałej obudowy należy współczynnik γC
pomnożyć przez 1,1.

W Załączniku A do normy [N1] określono warunki, w których można zmniejszyć
współczynnik γC (w porównaniu z wartością γC = 1,5). Zmniejszenie takie jest moż-
liwe, gdy współczynnik zmienności wytrzymałości betonu nie przekracza 10%, a w ob-
liczeniach uwzględnia się niekorzystne odchyłki wymiarów konstrukcji albo stosuje się
wymiary pomierzone w gotowej konstrukcji (więcej szczegółów w Załączniku A).

W przypadku sprawdzania odporności ogniowej konstrukcji funkcję γC pełni
współczynnik γM, f i. Przyjmuje się, że γM, f i = 1,0. Więcej informacji dotyczących tego
zagadnienia można znaleźć w punkcie 2.3 normy [N9].
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24 2. Właściwości betonu

Przez zastosowanie współczynników αcc i αct uwzględnia się wpływ długotrwa-
łego działania obciążenia oraz, jak to sprecyzowano w normie [N1]: „niekorzystne
wpływy wynikające ze sposobu przyłożenia obciążenia”.

Wiadomo, że wytrzymałość betonu uzyskiwana pod wpływem długotrwałego ob-
ciążenia jest mniejsza od tej uzyskiwanej pod wpływem obciążenia krótkotrwałego.
W badaniach Rüscha (według [34]) próbki obciążano długotrwale siłami przekracza-
jącymi 80% sił granicznych, które otrzymuje się przy obciążeniu doraźnym. Stwier-
dzano, że po pewnym czasie następuje zniszczenie pod wpływem długotrwałego ob-
ciążenia. I tak np., gdy badanie próbki trwało 20 minut, wówczas wytrzymałość wyno-
siła około 95% wytrzymałości krótkotrwałej, gdy 100 minut – około 87%, gdy 70 dni
– około 82% tej wytrzymałości. Badania Hana i Walravena [47] potwierdziły występo-
wanie podobnego zjawiska dla bardzo mocnych betonów.

Na ogół pełne obciążenie długotrwałe konstrukcji pojawia się wtedy, gdy wiek
betonu istotnie przekracza 28 dni. Niekorzystny wpływ długotrwałego obciążenia jest
więc kompensowany przez przyrost wytrzymałości betonu, który następuje po osią-
gnięciu wieku 28 dni. Ponadto istotną częścią obciążenia jest zwykle obciążenie krót-
kotrwałe. Dlatego zwykle uznaje się, że zmniejszenie nośności spowodowane długo-
trwałym działaniem obciążenia można pominąć.

W normach [N1] i [N2] zaleca się przyjmować αcc = αct = 1,0.

2.6. Zależność naprężenie-odkształcenie przy
obciążeniu krótkotrwałym

2.6.1. Zależność naprężenie-odkształcenie zalecana do analizy
konstrukcji

Zależność naprężenieσc-odkształcenie εc jest podstawą opisu właściwości betonu przy
osiowym ściskaniu. Wyidealizowany, realny kształt wykresu tej zależności przedsta-
wiono na rysunku 2.9 jako zależność między wartościami średnimi (z wielu prób)
naprężeń i odkształceń. Gdy naprężenia są nieduże, jest ona w przybliżeniu liniowa.
Rozwój wewnętrznych mikrouszkodzeń betonu i niesprężyste właściwości żelu są przy-
czyną nieliniowego kształtu wykresu przy większych naprężeniach. Więcej informacji
na ten temat można znaleźć np. w pracy K. Flagi [39].

Największemu naprężeniu (wytrzymałości betonu fcm) odpowiada odkształce-
nie εc1. Jeżeli podczas badania możliwe jest sterowanie odkształceniami próbki, to
można zaobserwować opadającą gałąź zależności naprężenie-odkształcenie. Dla od-
kształceń większych od εc1 naprężenie w betonie maleje na skutek rozwoju wewnętrz-
nych uszkodzeń. Wyidealizowany wykres w normie kończy się na odkształceniu gra-
nicznym oznaczonym przez εcu1 (indeks u od ang. ultimate).
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Wartość εcu1 ma charakter umowny. W rzeczywistości w niektórych doświadcze-
niach obserwowano odkształcenia znacznie większe, którym jednakże odpowiadały
bardzo małe naprężenia w betonie, zależne od tempa zwiększania odkształcenia.

Rys. 2.9. Zależność naprężenie-odkształ-
cenie do analizy konstrukcji

Kształt znormalizowanego wykresuσc-εc zależy od czterech stałych charakteryzu-
jących beton: średniej wytrzymałości na ściskanie fcm, średniego modułu sprężystości
Ecm i dwóch odkształceń granicznych εc1 i εcu1.

Funkcja przedstawiona na rysunku 2.9 określona jest wzorem

σc =
kη − η2

1 + (k − 2)η
fcm, (2.4)

w którym

k = 1,05Ecm
εc1
fcm

, η =
εc
εc1

.

Wykres z rysunku 2.9 można stosować do analizy konstrukcji, np. do obliczeń,
w których uwzględnia się realne właściwości betonu. Według normy [N1] można także
stosować inne wyidealizowane zależności, „pod warunkiem, że przedstawiają one od-
powiednio zachowanie się rozpatrywanego betonu”.

W praktyce do analizy konstrukcji w stanie granicznym użytkowalności, tzn. przy
obciążeniach, które nie przekraczają 75% obciążenia niszczącego, a zwykle są jesz-
cze mniejsze, stosuje się na ogół zależności liniowe, w których uwzględnia się wpływ
pełzania betonu (rozdz. 4).

Wartości odkształceń granicznych betonu i stałych charakteryzujących zależności
naprężenie-odkształcenie przedstawiono w tablicy 2.2.
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26 2. Właściwości betonu

Tablica 2.2. Odkształcenia graniczne betonu (‰) oraz stałe n i χ

Klasa betonu εc1 εcu1 εc2 εcu2 εc3 εcu3 n χ

C12/15 1,8
C16/20 1,9
C20/25 2,0
C25/30 2,1
C30/37 2,2

C35/45 2,25 3,5 2,0 3,5 1,75 3,5 2,0 3
7 = 0,4286

C40/50 2,3
C45/55 2,4
C50/60 2,45
C55/67 2,5 3,2 2,2 3,1 1,8 3,1 1,75 0,2908
C60/75 2,6 3,0 2,3 2,9 1,9 2,9 1,6 0,2069
C70/85 2,7 2,8 2,4 2,7 2,0 2,7 1,45 0,1111
C80/95 2,8 2,8 2,5 2,6 2,2 2,6 1,4 0,0385
C90/105 2,8 2,8 2,6 2,6 2,3 2,6 1,4 0

Klasa betonu εc1 εcu1 εc2 εcu2 εc3 εcu3 n χ

C12/15 1,8
C16/20 1,9
C20/25 2,0
C25/30 2,1
C30/37 2,2

C35/45 2,25 3,5 2,0 3,5 1,75 3,5 2,0 3
7 = 0,4286

C40/50 2,3
C45/55 2,4
C50/60 2,45
C55/67 2,5 3,2 2,2 3,1 1,8 3,1 1,75 0,2908
C60/75 2,6 3,0 2,3 2,9 1,9 2,9 1,6 0,2069
C70/85 2,7 2,8 2,4 2,7 2,0 2,7 1,45 0,1111
C80/95 2,8 2,8 2,5 2,6 2,2 2,6 1,4 0,0385
C90/105 2,8 2,8 2,6 2,6 2,3 2,6 1,4 0

Podane w tablicy wartości χ są odpowiednie tylko dla wykresu według rysunku 2.10a.

2.6.2. Zależności stosowane do analizy nośności granicznej

Do sprawdzania i projektowania przekrojów na podstawie analizy nośności granicznej
stosuje się zależności inne niż pokazana na rysunku 2.9. Przedstawiono je na rysunkach
2.10 i 2.11.

Według normy [N1] można zastosować każdą z trzech możliwości przedstawio-
nych na rysunkach 2.10 i 2.11. Narodowe komitety normalizacyjne mogły odrzucić
niektóre z nich i np. pozostawić tylko jedną. Polski Komitet takiego wyboru nie doko-
nał, a więc w Polsce można stosować każdą z tych możliwości.

Różnice wynikające z zastosowania tej lub innej z trzech zależności, o których tu
mowa, nie mają istotnego znaczenia. Temat ten zostanie rozwinięty w rozdziale 6. Przy-
czyną umieszczenia w normie trzech różnych zależności była zapewne potrzeba kom-
promisu między krajami wprowadzającymi Eurokody (możliwość stosowania dawniej
opracowanych tablic i innych środków wspomagających projektowanie), a nie względy
merytoryczne.

Podobnie główną przyczyną stosowania specjalnych wykresów do analizy stanu
granicznego nośności (SGN), innych niż wykres według rysunku 2.9, jest umożliwienie
stosowania dawniej opracowanych metod obliczania (tablic, prostych wzorów).
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2.6. Zależność naprężenie-odkształcenie przy obciążeniu krótkotrwałym 27

Rys. 2.10. Wykresy naprężenie-odkształcenie do analizy nośności granicznej: a) wykres para-
bola-prostokąt, b) zależność bilinearna

Rys. 2.11. Zastosowanie prostokątne-
go wykresu naprężeń do analizy noś-
ności granicznej

W książce [34] znajduje się obszerny punkt, w którym wykazuje się, że zależ-
ności naprężenie-odkształcenie, o których tu mowa, prowadzą do prawie takich samych
wyników. Podobne wnioski wynikają także z wielu innych publikacji.

Wykres według rysunku 2.10a składa się z linii krzywej (dla fck ≤ 50 MPa jest
to parabola) i odcinka prostej σc = fcd. Część krzywoliniowa zależności naprężenie-
-odkształcenie opisana jest równaniem

σc = fcd

[
1 −

(
1 −

εc
εc2

)n]
, (2.5)

które jest ważne dla 0 ≤ εc ≤ εc2. Jak widać, zależność naprężenie-odkształcenie
zależy od czterech stałych – wytrzymałości betonu, dwóch odkształceń granicznych
εc2 i εcu2 oraz bezwymiarowego wykładnika potęgi n. Wartości tych stałych zestawiono
w tablicy 2.2.

Dla betonów mających fck ≤ 50 MPa, czyli dla klas betonu najczęściej stosowa-
nych w konstrukcjach, które nie są sprężone, odkształcenia graniczne wynoszą εc2 =

2‰, εcu2 = 3,5‰, a wykładnik potęgi n = 2 (stąd często stosowana nazwa: wykres pa-
raboliczno-prostokątny). Część prostokątna wykresu naprężeń zajmuje wówczas 3/7
całego zakresu odkształceń, a zależność (2.5) przybiera postać

σc = 1000εc(1 − 250εc) fcd. (2.6)
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28 2. Właściwości betonu

Pochodna funkcji σc(εc) w zerze jest równa 1000 fcd, a więc nie przybliża dobrze mo-
dułu sprężystości. Z tego powodu wykres z rysunku 2.10 stosuje się tylko do obliczeń
nośności – nie należy go stosować do analiz, w których mniejsze naprężenia odgrywają
istotną rolę. Zbiór wykresów według wzoru (2.5) przedstawiono na rysunku 2.12. Wi-
dać, że betony słabsze mają silnie zakrzywioną część krzywoliniową i wyraźną półkę
plastyczną. Charakterystyka betonów bardzo mocnych zbliża się do liniowej, a półka
plastyczna zanika. Za miarę długości półki plastycznej można przyjąć stosunek

χ = 1 −
εc2
εcu2

.

Wartości współczynnika χ umieszczono w tablicy 2.2.
Wykresy złożone z dwóch prostych (rys. 2.10b) mają właściwości podobne do wy-

kresów z rysunku 2.10a – można je podobnie skomentować i zilustrować rysunkiem
zbliżonym do rysunku 2.12.

Rys. 2.12. Krzywoliniowa zależność naprężenie-odkształcenie zalecana do analizy nośności
(przy γC = 1,4)

Trzeci sposób analizy nośności granicznej (rys. 2.11) opiera się na założeniu, że
wykres naprężeń w strefie ściskanej jest prostokątny, a naprężenie graniczne równeη fcd.
Aproksymacja prostokątem wykresu naprężeń w stanie granicznym była podstawą
metod obliczeń stosowanych w Polsce od 1956 roku. Tę aproksymację kojarzono
jednak z założeniami innymi niż w Eurokodach, dotyczącymi odkształceń. Niemniej
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jednak, również zastosowanie metody zaczerpniętej z norm polskich doprowadza do
wyników prawie takich samych, jak te według Eurokodów, pod warunkiem, że zastosuje
się te same przepisy do wyznaczania wytrzymałości betonu.

Oryginalną cechą metody Eurokodu jest założenie, że zasięg strefy, w której panują
naprężenia ściskające, wynosi λx i jest mniejszy niż zasięg x strefy, w której beton
podlega skróceniu. Przyjmuje się:

dla fck ≤ 50 MPa η = 1,0, λ = 0,8,

dla fck > 50 MPa η = 1,0 −
fck − 50

200
, λ = 0,8 −

fck − 50
400

.

Uwaga. Jeżeli szerokość strefy ściskanej zmniejsza się w kierunku skrajnego włókna
ściskanego, to wartość η fcd należy zmniejszyć o 10%.

2.7. Wpływ wieku betonu na jego wytrzymałość
i moduł sprężystości

Według punktu 3.1.2(6) normy [N1] średnią wytrzymałość na ściskanie betonu w wie-
ku t, pielęgnowanego zgodnie z normą EN 12390 w średniej temperaturze 20◦C, można
ocenić, stosując wzór

fcm(t) = βcc(t) fcm, (2.7)

w którym współczynnik

βcc(t) = exp
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣s

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝1 −
√

28
t

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ (2.8)

(zależność na rysunku 2.13). W powyższych wzorach fcm oznacza wytrzymałość 28
dniową, t – wiek betonu w dniach, s = 0,38 dla cementu klasy S, s = 0,25 dla cementu
klasy N, s = 0,20 dla cementu klasy R.

Jeżeli element jest poddany obróbce cieplnej, to według punktu 10.3.1(3) normy
[N1] zamiast t we wzorze (2.8) należy wstawić tT . Zmienna tT oznacza wiek betonu
zmodyfikowany w zależności od temperatury zastosowanej w czasie obróbki cieplnej.
Wartości tT wyznacza się według Załącznika B do normy [N1]. Zmodyfikowany wiek
betonu tT stosuje się także do obliczania współczynnika pełzania betonu dojrzewa-
jącego w warunkach naturalnych lub poddanego obróbce cieplnej. Komplet wzorów
do wyznaczania tego wieku przedstawiono w punkcie 2.10.4, a przykłady oblicza-
nia wytrzymałości betonu i współczynnika pełzania w funkcji wieku betonu podano
w punkcie 2.11.

Jeżeli stosuje się obróbkę cieplną, to wytrzymałość próbek bada się po zakończeniu
obróbki, w wieku tp. Wzór (10.1) w normie [N1] służy do obliczenia wytrzymałości
fcm(t), którą beton osiąga w wieku t > tp. Tak więc, jeżeli beton w wieku tp nie osiągnął
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wytrzymałości potrzebnej do sprężania, to posługując się wzorem (10.1) można ustalić
termin, w którym sprężenie będzie dopuszczalne.

W normie [N1] nie sprecyzowano expressis verbis, jak wyznaczyć wytrzymałość
betonu dojrzewającego w naturalny sposób w temperaturze innej niż 20°C, a przecież
w Polsce jest to najczęstszy przypadek. Jednakże w Załączniku B do normy [N1], który
w zasadzie dotyczy pełzania, znajdujemy stwierdzenie: „…wpływ temperatury (pod-
wyższonej lub obniżonej w zakresie 0–80°C) na dojrzałość betonu można uwzględnić,
modyfikując wiek betonu…” według wzoru (B10).

Zdaniem autora, przyjmując, że definicja zmodyfikowanego wieku betonu ma zna-
czenie uniwersalne (tzn. może być stosowana również do oceny wytrzymałości betonu),
wytrzymałość betonu w funkcji zmodyfikowanego wieku można wyznaczać, stosując
wzór

βcc(t) = exp

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣s
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝1 −

√
28
tT

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , (2.9)

z zastrzeżeniem, że jeśli przy obliczaniu wytrzymałości betonu w prefabrykatach pod-
danych obróbce cieplnej w wieku mniejszym niż 28 dni otrzyma się βcc(t) > 1, to
należy przyjąć βcc(t) = 1.

Rys. 2.13. Współczynnik βcc(t) jako funkcja czasu (cement N, s = 0,25)

W normie [N1] zakazuje się stosowania zależności opisujących przyrost wytrzy-
małości w czasie jako argumentu w dowodzeniu, że beton, który nie spełnia wymagań
specyfikacji, może te wymagania spełnić w późniejszym wieku. Można uznać, że ist-
nieje związek między tą zasadą i zalecanymi wartościami współczynników αcc i αct,
którym przypisano wartości równe jedności, między innymi dlatego, że przyrost wy-
trzymałości betonu ma skompensować spadek wytrzymałości wywołany długotrwałym
działaniem obciążenia (por. p. 2.5.2).
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2.8. Wytrzymałość w trójosiowym stanie naprężenia
i wytrzymałość betonu skrępowanego

2.8.1. Uwagi ogólne

Wytrzymałość betonu w dwu- i trójosiowych stanach naprężenia, podobnie jak wytrzy-
małość innych materiałów, różni się od wytrzymałości przy jednoosiowym rozkładzie
naprężeń. Badania podstawowych właściwości betonu w złożonych stanach naprężenia
są znacznie bardziej skomplikowane niż badania w stanie jednoosiowym. Realizacja
kontrolowanego stanu dwu- lub trójosiowego wymaga pokonania licznych trudności
technicznych. Niemniej jednak nagromadzono wiele danych empirycznych i opraco-
wano modele matematyczne – można uznać, że dziś są one oparte na solidnych pod-
stawach doświadczalnych.

Naprężenia graniczne można przedstawić w formie powierzchni granicznej w prze-
strzeni naprężeń głównych (rys. 2.14).

Rys. 2.14. Powierzchnia graniczna: a) rysunek aksonometryczny, b) przekroje powierzchni
granicznej płaszczyznami dewiatorowymi (jednakowo nachylonymi względem każdej osi ukła-
du współrzędnych)

Definicja powierzchni granicznej jest niezbędną częścią każdego programu kom-
puterowego, który ma służyć do realistycznej analizy żelbetu, opartej na podstawo-
wych prawach fizycznych opisujących cechy betonu. Zagadnienia te są bardzo obszer-
nie omówione w literaturze, również polskiej. Ze stanem wiedzy dotyczącej tej pro-
blematyki można zapoznać się np. w pracach T. Godyckiego-Ćwirko [40], J. Szarliń-
skiego, A. Winnickiego i K. Podlesia [136], S. Majewskiego [102]. Szczegółowe wy-
wody dotyczące kształtu powierzchni granicznej, oparte na wynikach doświadczeń i na
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ogólnych postulatach teoretycznych (np. na wymaganiach dotyczących symetrii i nie-
zmienników tensora naprężenia) można znaleźć np. w pracach W. Wojewódzkiego,
S. Jemioły, P.M. Lewińskiego i A. Szweda [145], [54].

Ponadto w programach do realistycznej analizy trzeba uwzględnić prawa i związ-
ki, które w normie nie występują, np. zależności naprężenie-odkształcenie i zależności
dotyczące pełzania betonu w stanie dwu- lub/i trójosiowym oraz prawa przedstawiające
mechanizm zniszczenia, w zależności od stanu naprężenia. Wartościowy przykład ta-
kiej analizy można znaleźć np. w pracy P.M. Lewińskiego [98] dotyczącej nieliniowej
analizy płyt i tarcz. W stanie trójosiowego rozciągania zniszczenie ma charakter roz-
dzielczy, tzn. następuje pękniecie betonu w przybliżeniu prostopadłe do największego
naprężenia głównego. Jeżeli naprężenia rozciągające występują jednocześnie z naprę-
żeniami ściskającymi, to można oczekiwać zniszczenia poślizgowo-rozdzielczego, tzn.
kierunek pęknięć nie jest prostopadły do kierunku największego rozciągania.

Czasem stosuje się także inną reprezentację matematyczną hipotezy wytężenio-
wej – graniczne naprężenie styczne τ uzależnia się od naprężenia normalnegoσ, tak jak
w bardzo popularnej hipotezie Mohra (rys. 2.15). Krzywa graniczna jest obwiednią kół
Mohra przedstawiających graniczne stany naprężenia powstające na krytycznych płasz-
czyznach, tzn. naprężenie τ jest naprężeniem granicznym, które towarzyszy napręże-
niu normalnemu σ na płaszczyźnie, w której następuje zniszczenie rozdzielcze lub
poślizgowe. Kształt obwiedni wyznacza się na podstawie doświadczeń. Podstawowe
znaczenie mają okręgi reprezentujące osiowe ściskanie i osiowe rozciąganie, przedsta-
wione na rysunku 2.15 liniami ciągłymi. Najprostsza hipoteza polega na założeniu, że
obwiednia składa się z łuku koła i dwóch prostych (rys. 2.15b). Wtedy wytrzymałość
na czyste ścinanie, tzn. graniczne naprężenie styczne przy σ = 0, można wyznaczyć
na podstawie prostych zależności geometrycznych

fτ = 0,5
√

fc fct .

Lepszą zgodność z wynikami doświadczeń otrzymuje się jednak, przyjmując, że ob-
wiednia jest krzywą, taką jak na rysunku 2.15a. Obszerniejsze informacje o hipotezie
Mohra można znaleźć np. w książkach W. Olszaka, S. Kaufmana, Cz. Eimera i Z. By-
chawskiego [110] i T. Godyckiego-Ćwirki [40]. Warto tu zauważyć, że także hipotezę
Mohra można przedstawić w takiej formie, jak na rysunku 2.14, co umożliwia porów-
nanie tej hipotezy z innymi.

Trójosiowe stany naprężenia o praktycznym znaczeniu mogą powstać w elemen-
tach prętowych, w których gęste zbrojenie poprzeczne ogranicza swobodę odkształceń
w kierunkach prostopadłych do podłużnej osi elementu. To trójosiowe ściskanie może
niekiedy mieć duże znaczenie.

Także przy dwuosiowym ściskaniu wytrzymałość betonu jest większa niż przy ścis-
kaniu jednoosiowym, ale na ogół różnica ta nie ma praktycznego znaczenia (rys. 2.16).
Największe graniczne ściskające naprężenie główne wynosi około 1,25 fc. Dlatego
zwykle zakłada się, że naprężenie w kierunku 1 nie ma wpływu na graniczne naprę-
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Rys. 2.15. Hipoteza Mohra: a) obwiednia krzywoliniowa, b) obwiednia złożona z łuku koła
i dwóch prostych

Rys. 2.16. Krzywa graniczna przy ściskaniu dwuosiowym – przybliżony szkic zależności uzy-
skiwanej w doświadczeniach

żenie w kierunku 2, co jest równoważne przybliżaniu krzywej granicznej kwadratem
narysowanym na rysunku 2.16 linią przerywaną.

2.8.2. Wpływ wytężenia w dwu- i trójosiowych stanach
naprężenia według normy [N1]

Prawie wszystkie przepisy normy dotyczące obliczania konstrukcji opierają się na za-
leżnościach modelujących właściwości betonu w jednoosiowym stanie naprężenia. Na
ogół takie ujęcie problemu jest wystarczające, chociaż łatwo zauważyć, że w elemen-
tach budowli żelbetowych bardzo często występują stany dwu- i trójosiowe. I tak np.
w płytach zginanych dwukierunkowo warstwa ściskana z reguły jest ściskana dwu-
osiowo. Dwuosiowe rozkłady naprężeń występują także w belkach-ścianach, a w bel-
kach o zwykłych proporcjach stany dwuosiowe mają praktyczne znaczenie w strefach
przypodporowych.
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Istotny wpływ dwuosiowego stanu naprężenia występuje w tych punktach, w któ-
rych dużym naprężeniom stycznym towarzyszą małe naprężenia normalne. W nor-
mie [N1] wpływ ten jest więc uwzględniany przy sprawdzaniu nośności elemen-
tów betonowych (np. ścian oporowych) na ścinanie. Przedstawiony poniżej według
normy [N1] wpływ ograniczenia swobody odkształceń poprzecznych na wytrzymałość
przy ściskaniu jest także wynikiem działania praw dotyczących wytężenia materiału.
W obydwu tych punktach w normie [N1] przedstawiono tylko wzory do obliczania
wytrzymałości lub nośności, a związek tych wzorów z teorią wytężenia przemilczano.

Jeżeli w elemencie ściskanym, ewentualnie w strefie ściskanej elementu zgina-
nego, istnieje silne zbrojenie w postaci uzwojenia lub innego gęsto rozmieszczonego
zbrojenia poprzecznego, które ogranicza swobodę poprzecznych odkształceń betonu,
to można uznać, że beton jest „skrępowany”. W betonie powstają naprężenia ściska-
jące prostopadłe do kierunku podłużnego ściskania. Klasycznym przykładem jest tu
słup uzwojony. Według normy [N1] wytrzymałość charakterystyczną betonu skrępo-
wanego fck,c (rys. 2.17) można wyznaczyć ze wzorów:

dla σ2 ≤ 0,05 fck fck,c =

(
1 + 5

σ2
fck

)
fck ,

dla σ2 > 0,05 fck fck,c =

(
1,125 + 2,5

σ2
fck

)
fck,

a odkształcenia graniczne, odpowiednio, ze wzorów

εc2,c = εc2

( fck,c

fck

)2

, εcu2,c = εcu2 + 0,2
σ2
fck
.

Rys. 2.17. Porównanie zależności naprężenie-odkształcenie dla betonu skrępowanego (linia
przerywana) z zależnością w przypadku ściskania jednoosiowego
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Powyższe wzory określają wytrzymałość betonu skrępowanego w zależności od
naprężeń poprzecznych. W normie [N1] nie ma jednak informacji, jak te napręże-
nia obliczyć. Wzorów do obliczania słupów uzwojonych w normie [N1] także nie
ma. Chcąc zaprojektować słup uzwojony, trzeba zatem opierać się na piśmiennictwie
(np. starszych polskich normach). Do zawartych tam wzorów należy jednak podchodzić
z pewną rezerwą, gdyż z badań wiadomo, że im mocniejszy beton tym słabszy jest
wpływ uzwojenia, a starsze normy i publikacje są na ogół oparte na badaniach betonów
słabszych niż stosowane dzisiaj. Istotne są zasady konstruowania, z których wynika,
że uzwojenie jest skuteczne przede wszystkim w elementach krępych, w których
w stanie granicznym osiąga się graniczne naprężenia ściskające w całym przekroju
poprzecznym. Dzisiaj bardzo mocne słupy w nowych konstrukcjach można uzyskać
przez zastosowanie mocnego betonu, ale uzwojenie lub owijanie taśmami z FRP (od
ang. fiber reiforced plastic) bywa z powodzeniem stosowane jako metoda wzmocnienia
lub naprawy istniejących elementów ściskanych. Skrępowanie betonu gęsto rozmiesz-
czonym zbrojeniem poprzecznym ma wpływ nie tylko na wytrzymałość betonu, ale
także na współpracę zbrojenia z betonem (polepsza warunki przyczepności zbrojenia
podłużnego, zwłaszcza w silnie zbrojonych elementach). W związku z tym stosowanie
gęstego zbrojenia poprzecznego może być korzystne w połączeniach belek ze słupami,
zwłaszcza w konstrukcjach ramowych narażonych na wpływy sejsmiczne i podobne.

2.9. Skurcz

2.9.1. Skurcz swobodny, wpływ skurczu na konstrukcję, rodzaje
skurczu

Skurcz (ang. shrinkage) jest to zjawisko polegające na niezależnym od obciążeń zmniej-
szeniu objętości betonu, wywoływanym zjawiskami chemicznymi i fizycznymi, przede
wszystkim wysychaniem. W powietrzu nienasyconym parą wodną występuje skurcz,
w wodzie pęcznienie. Wyjątkiem od tej zasady są betony wykonane z zastosowaniem
cementów ekspansywnych.

Skurcz, występujący w elementach, które mogą odkształcać się swobodnie, na-
zywa się skurczem swobodnym. Zakłada się, że skrócenia wywołane swobodnym od-
kształceniem skurczowym są jednakowe w każdym punkcie i w każdym kierunku.

W literaturze i w normach podaje się dane, które mają przybliżać wartości tak ro-
zumianego skurczu, zwykle pomijając określenie „swobodny”. „Czysty” skurcz swo-
bodny jest pojęciem abstrakcyjnym i w naturze nie występuje prawie nigdy. W realnych
elementach odkształcenia wywołane skurczem są zwykle powstrzymywane, np. przez
tarcie elementu o podłoże, przez sąsiednie elementy, przez zbrojenie, a warunki wysy-
chania w warstwach zewnętrznych elementu różnią się od warunków we wnętrzu.
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W początkowym okresie wiązania cementu występuje skurcz plastyczny. W stanie
plastycznym zaczyn cementowy ulega skurczowi rzędu 1%. W tym okresie materiał jest
jeszcze miękki, a więc ten rodzaj skurczu nie wywołuje naprężeń w betonie. Z punktu
widzenia konstruktora istotny jest ten skurcz, który zachodzi w betonie stwardniałym
– taki skurcz może wywoływać naprężenia (gdy beton nie ma swobody odkształceń)
i wraz ze skutkami skrępowania odkształceń, które powstają na skutek odpływu ciepła
hydratacji, może być przyczyną poważnego zarysowania konstrukcji. Związane z tym
zagadnienia przedstawiono wyczerpująco np. w książce W. Kiernożyckiego [62].

Zjawiskiem, które zawsze towarzyszy skurczowi w początkowym okresie tward-
nienia, jest wzrost temperatury betonu, a następnie odpływ ciepła hydratacji. Niejed-
nakowe tempo wysychania wnętrza i powierzchni elementu (wnętrze ogranicza swo-
bodę odkształceń szybciej wysychającej warstwy zewnętrznej) wywołuje naprężenia
w betonie (na początku zwykle rozciągające warstwy przy powierzchni). Jednocześnie
powstają naprężenia związane z niejednakowym tempem odpływu ciepła hydratacji
z wnętrza i z obszarów przy powierzchni. Tak więc nawet w elementach niezbrojonych,
mogących przemieszczać się swobodnie względem podłoża (np. dzięki zastosowaniu
warstwy poślizgowej), skurcz wywołuje naprężenia w betonie.

W elementach zbrojonych skurcz wpływa na naprężenia w zbrojeniu i w betonie.
Beton, kurcząc się, dąży do skrócenia zbrojenia, a zbrojenie przeciwstawia się tym
skróceniom. W rezultacie w betonie powstaje rozciąganie (w bardzo mocno zbrojo-
nych elementach może zbliżać się do wytrzymałości na rozciąganie), a w zbrojeniu
ściskanie.

Zarówno w elementach zbrojonych, jak i niezbrojonych, skurcz może wywoływać
znaczne naprężenia i zarysowanie spowodowane brakiem swobody odkształceń skur-
czowych całego elementu. Swobodę odkształceń ograniczają np. tarcie płyty lub ściany
o podłoże i współpraca elementu podlegającego skurczowi z elementami wykonanymi
wcześniej.

Niekorzystnym skutkom skurczu i odpływu ciepła hydratacji zapobiega się przez
stosowanie:
• pielęgnacji betonu,
• cementów o małym skurczu,
• dylatacji i przerw w betonowaniu (dylatacji roboczych),
• bruzd (nacięć) inicjujących rysy w zaplanowanych miejscach,
• odpowiednio obliczonego i rozmieszczonego minimalnego zbrojenia.

Dwa podstawowe rodzaje skurczu betonu stwardniałego to (rys. 2.18):
• skurcz spowodowany wysychaniem,
• skurcz autogeniczny.
Skurcz spowodowany wysychaniem powstaje na skutek uchodzenia wody z be-

tonu w powietrzu nienasyconym parą wodną. Ten rodzaj skurczu zależy od migra-
cji wody przez stwardniały beton i rozwija się powoli. Zwykle (wyjątkiem są bardzo
mocne betony) jest znacznie większy od autogenicznego. W przypadku przechowywa-
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nia betonu naprzemian w warunkach suchych i wilgotnych część odkształceń spowo-
dowanych tym zjawiskiem jest odwracalna – za skurcz uważa się nieodwracalną część
odkształceń.

Skurcz autogeniczny rozwija się w czasie twardnienia betonu, przede wszystkim
w pierwszych dniach po ułożeniu betonu. Skurcz ten definiuje się jako makroskopowe
zmniejszenie objętości, które występuje w materiałach ze spoiwem cementowym pod-
czas hydratacji cementu po okresie początkowego układania się betonu. Powstały we
wczesnych fazach wiązania szkielet z już zhydratyzowanego zaczynu powoduje, że ten
rodzaj skurczu (odkształcenia skurczowego) nie osiąga bardzo dużych wartości.

Rys. 2.18. Odkształcenie skurczowe w funkcji czasu

Na rysunku 2.18 t oznacza wiek betonu w chwili, dla której wyznaczamy odkształ-
cenie skurczowe, a ts wiek betonu w chwili zaprzestania pielęgnacji zapobiegającej
wysychaniu.

Dawniej (w Polsce do 2002 roku) w normach nie rozróżniano skurczu autogenicz-
nego i skurczu spowodowanego wysychaniem – norma zawierała tylko dane dotyczące
wartości całego skurczu. Niemniej jednak zjawisko skurczu autogenicznego jest w li-
teraturze opisywane od dawna – w Polsce pod nazwami skurcz samorodny lub skurcz
samoczynny. Końcowa wartość (tzn. wartość dla t → ∞) autogenicznego odkształcenia
skurczowego zależy tylko od wytrzymałości betonu. Skurcz autogeniczny w zależno-
ści od wieku betonu t (mierzonego w dniach) i wytrzymałości fck (w MPa) można
wyznaczyć ze wzoru:

εca(t) = βas(t)εca(∞), (2.10)

w którym

βas(t) = 1 − exp
(
− 0,2

√
t
)
, εca(∞) = 2,5( fck − 10) · 10−6.
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Skurcz spowodowany wysychaniem εcd(t) (indeks d pochodzi od ang. drying) silnie
zależy od wilgotności otoczenia i jest tym większy, im mniejsza jest ta wilgotność.
Odkształcenie skurczowe wyznacza się ze wzoru

εcd(t) = βds(t, ts)khεcd,0, (2.11)

w którym εcd,0 oznacza nominalną wartość odkształcenia skurczowego, iloczyn khεcd,0
– odkształcenie skurczowe przy t → ∞, a współczynnik βds wyraża wpływ wieku
betonu

βds(t, ts) =
t − ts

(t − ts) + 0,04
√

h3
0

. (2.12)

W powyższych wzorach zmienna h0 oznacza miarodajny wymiar elementu (w mm),
który zdefiniowano w punkcie 2.9.2, a bezwymiarowy współczynnik kh zależy od tego
wymiaru (rys. 2.20).

Nominalna wartość odkształcenia skurczowego spowodowanego wysychaniem za-
leży od
• klasy betonu,
• rodzaju cementu,
• wilgotności względnej środowiska, w którym znajduje się beton.

Można ją wyznaczyć ze wzoru (wartości RH podstawia się w procentach, fcm w MPa):

εcd,0 = 1,318(220 + 110αds1)(1 − (0,01RH)3) exp(−0,1αds2 fcm) · 10−6, (2.13)

w którym
dla cementów klasy S: αds1 = 3, αds2 = 0,13,
dla cementów klasy N: αds1 = 4, αds2 = 0,12,
dla cementów klasy R: αds1 = 6, αds2 = 0,11.
Duże elementy wysychają wolniej niż małe. Wpływ ten uwzględnia się, stosując

współczynnik kh zależny od miarodajnego wymiaru elementu.

2.9.2. Miarodajny wymiar h0 i współczynnik kh

Miarodajny wymiar wyznacza się ze wzoru

h0 =
2Ac

u
, (2.14)

w którym Ac oznacza pole przekroju poprzecznego, a u długość części obwodu nara-
żonej na wysychanie.

Dla długiego walca (rys. 2.19)

h0 =
2πr2

2πr
= r.
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Rys. 2.19. Miarodajny wymiar – przykłady

Dla długiego prostopadłościanu (rys. 2.19)

h0 =
2h2

4h
= 0,5h,

a dla płyty (b� h), która może wysychać z dwóch stron

h0 =
2bh

2b + 2h
=

2h

2 + 2
h
b

→ h.

Jeżeli wysychanie płyty może zachodzić tylko z jednej strony, to h0 = 2h.
Wartości współczynnika kh, które w normie [N1] podano w tablicy 3.3, tu przed-

stawiono w formie graficznej na rysunku 2.20.

Rys. 2.20. Wartości kh według tablicy 3.3
z normy [N1]

2.9.3. Odkształcenia skurczowe – końcowe wartości i zależność
od wieku betonu

Można przyjmować, że w Polsce wilgotność względna w pomieszczeniach wynosi
około 50%, a poza pomieszczeniami około 80%.
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Końcowe wartości odkształcenia skurczowego w ‰ w zależności od wilgotności
względnej RH i klasy cementu (S, N, R), dla h0 = 100 mm, zestawiono w tablicy 2.3.

Tablica 2.3. Końcowe wartości odkształcenia skurczowego (‰) dla h0 = 100 mm w zależności
od wilgotności względnej RH i klasy cementu (S, N, R)

Skurcz przy wysychaniu εcd,0
Klasa
betonu

Skurcz
autogeniczny

εca(∞)
RH = 50% RH = 80%

S N R S N R
C12/15 0,005 0,49 0,60 0,81 0,27 0,33 0,45
C20/25 0,025 0,44 0,54 0,73 0,25 0,30 0,42
C30/37 0,050 0,39 0,48 0,67 0,22 0,27 0,37
C40/50 0,075 0,34 0,42 0,60 0,19 0,24 0,33
C50/60 0,10 0,30 0,38 0,54 0,17 0,21 0,30
C60/75 0,125 0,26 0,34 0,48 0,15 0,19 0,27
C70/85 0,15 0,23 0,30 0,43 0,13 0,17 0,24
C90/105 0,20 0,18 0,23 0,35 0,10 0,13 0,19

Skurcz przy wysychaniu εcd,0
Klasa
betonu

Skurcz
autogeniczny

εca(∞)
RH = 50% RH = 80%

S N R S N R
C12/15 0,005 0,49 0,60 0,81 0,27 0,33 0,45
C20/25 0,025 0,44 0,54 0,73 0,25 0,30 0,42
C30/37 0,050 0,39 0,48 0,67 0,22 0,27 0,37
C40/50 0,075 0,34 0,42 0,60 0,19 0,24 0,33
C50/60 0,10 0,30 0,38 0,54 0,17 0,21 0,30
C60/75 0,125 0,26 0,34 0,48 0,15 0,19 0,27
C70/85 0,15 0,23 0,30 0,43 0,13 0,17 0,24
C90/105 0,20 0,18 0,23 0,35 0,10 0,13 0,19

Jeżeli miarodajny wymiar h0 > 100 mm, to wartości z tablicy należy pomnożyć przez kh.

Jak widać skurcz autogeniczny betonów klas nie wyższych niż C40/50 jest znacz-
nie mniejszy od skurczu spowodowanego wysychaniem i nie zależy od rodzaju ce-
mentu. Rodzaj cementu silnie wpływa na skurcz spowodowany wysychaniem.

Rozwój w czasie skurczu spowodowanego wysychaniem jest określony wzo-
rem (2.12). Tempo narastania skurczu można poglądowo scharakteryzować np. za
pomocą okresu (t − ts), który jest potrzebny do osiągnięcia połowy końcowego od-
kształcenia skurczowego khεcd,0. Okres ten, obliczony na podstawie wzoru (2.12),
wynosi:

40 dni dla h0 = 100 mm,
113 dni dla h0 = 200 mm,
587 dni dla h0 = 600 mm.

Jak widać, miarodajny wymiar, który miał umiarkowany wpływ na końcową wartość
skurczu (wartości kh mieszczą się w przedziale od 0,7 do 1,0), ma bardzo silny wpływ
na tempo narastania skurczu.

W dawnych normach znajdowała się zasada: „w obliczeniach statycznych skurcz
betonu uwzględnia się, przyjmując, że odkształcenie skurczowe jest równoważne obni-
żeniu temperatury o 30°C (czyli skrócenie betonu wynosi 0,30‰), a przy obliczaniu
elementów zbrojonych obniżeniu temperatury o 15°C”. Biorąc pod uwagę ten przepis,
warto spojrzeć na tablicę 2.3.
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W kolejnych edycjach norm wartości odkształceń skurczowych ulegały zmianom
– niekiedy znacznym. I tak np. według polskiej normy PN 2002 [N5] (opartej na star-
szych wersjach Eurokodu) w środowisku o wilgotności względnej 80% końcowe od-
kształcenie skurczowe betonu C20/25 (cement N) spowodowane wysychaniem wyno-
siło 0,36‰ i od miarodajnego wymiaru nie zależało, a dziś dla tego samego betonu
wynosi 0,30‰ i zależy od kh (dla h0 = 200 mm otrzyma się zatem 0,255‰).

2.10. Pełzanie

2.10.1. Definicja, pełzanie liniowe przy stałym naprężeniu

Zjawisko polegające na niesprężystych zmianach odkształceń pod wpływem długo-
trwałych obciążeń, które w krótkim czasie nie wywołują istotnych odkształceń nieli-
niowych, nazywa się pełzaniem (ang. creep).

Najprostsze doświadczenie ilustrujące zjawisko pełzania przedstawiono na ry-
sunku 2.21. Ściskany element betonowy obciąża się siłą, która przez długi czas po-
zostaje stała – wtedy naprężenie normalne σc też pozostaje stałe. Jeżeli naprężenia po-
zostają w zakresie sprężystym, to odkształcenie początkowe można obliczyć stosując
prawo Hooke’a. Pomiary wykonywane w długim okresie wykazują, że odkształcenia
– początkowo zgodne z prawem Hooke’a – rosną w miarę upływu czasu. Po długim
czasie odkształcenia mogą osiągnąć wartości kilka razy większe niż początkowe od-
kształcenie sprężyste.

Uważa się, że odkształcenia pełzania przestają rosnąć po bardzo długim czasie
(np. w niektórych publikacjach przyjmuje się, że okres ten wynosi 70 lat). Zwykle
zakłada się, że gdy czas dąży do nieskończoności, pełzanie zmierza asymptotycznie

Rys. 2.21. Pełzanie przy stałym naprężeniu – schemat i wynik doświadczenia
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do pewnej końcowej wartości, której nie można przekroczyć. Przykłady rozwoju peł-
zania w czasie przedstawiono w punkcie 2.10.5.

Podstawową miarą służącą do ilościowej oceny pełzania jest współczynnik pełza-
nia ϕ(t, t0). Współczynnik pełzania jest funkcją wieku betonu mierzonego w dniach,
określonego za pomocą dwóch zmiennych:

t – oznacza wiek aktualny, tzn. wiek, który beton osiągnął w dniu, dla którego
wyznaczamy wartość współczynnika pełzania,

t0 – oznacza wiek, który beton osiągnął w dniu, w którym przyłożono do niego
obciążenie.

Odkształcenie pełzania dane jest wzorem

εcc(t, t0) = σc
ϕ(t, t0)

Ec
. (2.15)

Całe odkształcenie wywołane naprężeniem σc jest sumą początkowego odkształcenia
sprężystego i odkształcenia pełzania

εc(t, t0) = σc

(
1

Ec(t0)
+
ϕ(t, t0)

Ec

)
. (2.16)

Wyrażenie w nawiasie po prawej stronie wzoru (2.16) bywa oznaczane przez J(t, t0)
i nazywane funkcją pełzania.

Moduł sprężystości betonu zmienia się wraz z wiekiem betonu. Według normy
[N1] można przyjąć, że moduł Ec, do którego odnosi się współczynnik pełzania (można
zastosować inny moduł, zmieniając odpowiednio wartości współczynnika pełzania),
jest równy 1,05Ecm.

Moduły Ec(t0) i Ec są zbliżone, a zatem można uważać, że współczynnik pełzania
reprezentuje w przybliżeniu stosunek odkształcenia pełzania do odkształcenia spręży-
stego, co nadaje mu prosty sens fizyczny. Gdyby moduły te były równe, to współczynnik
pełzania przedstawiałby ten stosunek zupełnie ściśle.

Współczynnik pełzania jest funkcją czasu. Szczególne znaczenie ma wartość koń-
cowa tego współczynnika osiągana dla t → ∞, oznaczana ϕ(∞, t0).

Formułując zależność (2.15), założono, że odkształcenie pełzania jest proporcjo-
nalne do naprężenia, podobnie jak odkształcenie sprężyste. Takie pełzanie nazywa się
pełzaniem liniowym, a teoria oparta na tym założeniu nosi nazwę liniowej teorii
pełzania. Teoria ta dobrze odpowiada wynikom doświadczeń pod warunkiem, że na-
prężenia nie przekraczają około 45% wytrzymałości betonu.

Skurcz i pełzanie betonu zachodzą jednocześnie, więc trudno jest jasno rozdzielić
wpływ obu tych zjawisk. Pełzanie – podobnie jak skurcz – silnie zależy od wilgotności
otoczenia, a właściwie od procesu wysychania (próbki całkowicie pozbawione wody
wykazują znikome pełzanie), ale w przeciwieństwie do skurczu zależy od naprężenia
działającego na beton. W zwykłych warunkach po pewnym czasie pełzanie może być
źródłem odkształceń znacznie większych niż odkształcenia skurczowe.
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