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TEORIA I PRAKTYKA 
ROZWIĄZYWANIA ZADAŃ OPTYMALIZACJI

W książce omówiono podstawy teoretyczne zadań optymalizacji, 
rodzaje tych zadań oraz metody ich rozwiązywania. 

W części I opisano programowanie liniowe, w szczególności 
programowanie w zbiorach dyskretnych oraz programowanie 
przepływów w sieciach. 

W części II omówiono programowanie nieliniowe (metody ana-
lityczne i numeryczne).

Część III zawiera przykłady zastosowań metod optymalizacji 
w praktyce inżynierskiej. 

Książka jest przeznaczona głównie dla studentów uczelni tech-
nicznych na kierunkach mechanicznych i budowy maszyn, infor-
matycznych i innych – gdzie program studiów obejmuje proble-
matykę optymalizacji, badań operacyjnych, programowania dyna-
micznego. Będzie też użyteczna dla inżynierów, korzystających z 
metod optymalizacji w projektowaniu.
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Wykazwa�niejszych oznacze�

�A�� fajig � macierz m� n wsp	czynnikw aji� j � �� � � � �m�
i � �� � � � � n�

ai � i�ta kolumna macierzy �A��
b� fbjg � wektor � �m prawych stron ogranicze� bj �

j � �� � � � �m�
c� fcig � wektor � � n funkcji celu ci� i � �� � � � � n�

C � zbir liczb ca	kowitych�
d � wektor kierunku poszukiwa��
e � wektor bazowy �wersor��
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i � �� � � � � n � indeks zmiennej �kolumny��
�I� � macierz jednostkowa�

j � �� � � � �m � indeks ograniczenia �wiersza��

ji
�

� 	uk grafu mi�dzy wierzcho	kami j oraz i�
k � indeks iteracji �punktu��

L�x��� � funkcja Lagrange�a�
L�x��� � Q�x� �

Pm

j�� �jgj�x��

P �x� r� � funkcja kary�
q�x� � kryterium sk	adowe w zadaniu wielokryterialnym�
Q�x� � funkcja celu�
R � zbir liczb rzeczywistych�
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�� WYKAZ WA�NIEJSZYCH OZNACZE�

R
n � unormowana n�wymiarowa przestrze� euklidesowa�

r�A� � rz�d macierzy �A��
�U � dope	nienie zbioru U �
w � waga kryterium�
xi � zmienna decyzyjna i�

x� fxig � wektor ��n zmiennych decyzyjnych xi� i � �� � � � � n�
�x � wektor optymalny �minimum��

kxk � norma euklidesowa wektora x�
��� � macierz zerowa�
� � dok	adno�� rozwi�zania�
� � zbir dopuszczalny�

�� f�jg � wektor � �m mno�nikw Lagrange�a �j �
j � �� � � � �m�

� � zbir dopuszczalnych warto�ci kryteriw�
�

� � zbir kompromisw�
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Przedmowa

Niniejsz� ksi��k� napisa	em przede wszystkim dla studentw kierunkw tech�
nicznych i informatycznych oraz in�ynierw podejmuj�cych w swojej prak�
tyce zawodowej problemy optymalizacji konstrukcji� technologii czy syste�
mw�

Tre�� podzieli	em na trzy cz��ci� W cz��ci pierwszej �Wybrane zagad�
nienia programowania liniowego�� obejmuj�cej rozdzia	y �� �� � i �� om�
wi	em zagadnienia zwi�zane z programowaniem liniowym� poprzedzaj�c je
niezb�dnym wprowadzeniem do tematyki przestrzeni liniowych i zbiorw wy�
puk	ych� Problematyk� programowania liniowego poszerzy	em o programo�
wanie w zbiorach dyskretnych oraz optymalizacj� transportu i przep	ywu
w sieciach� Mimo i� wiele zada� optymalizacji wyst�puj�cych w trakcie pro�
jektowania jest zadaniami nieliniowymi� zadanie programowania liniowego
stanowi wa�ne uzupe	nienie i podstaw� zagadnie� omawianych w nast�pnych
rozdzia	ach�

Cz��� drug� �Wybrane zagadnienia programowania nieliniowego� stano�
wi� rozdzia	y 
� �� � i �� W rozdzia	ach 
 i � dokona	em przegl�du metod ana�
litycznych i algorytmw numerycznych optymalizacji nieliniowej oraz omwi�
	em problem dekompozycji pierwotnego zadania wielowymiarowego do ci�gu
zada� jednowymiarowych� Rozdzia	y � i � s� rozszerzeniem i uzupe	nieniem
poprzednich rozdzia	w o zagadnienia zwi�zane z algorytmami genetycznymi
i z programowaniem wielokryterialnym�

W cz��ci trzeciej �Przyk	ady praktycznego wykorzystania optymalizacji
w projektowaniu maszyn�� sk	adaj�cej si� z rozdzia	w � i ��� przedstawi	em
problematyk� zwi�zan� z zastosowaniami optymalizacji w projektowaniu ma�
szyn i urz�dze�� Poda	em wybrane przyk	ady formu	owania zada� optyma�
lizacji w praktyce in�ynierskiej przy projektowaniu maszyn w	kienniczych�
W rozdziale � omwi	em zastosowania optymalizacji w rozwi�zywaniu za�
da�� do ktrych sformu	owania wykorzystuje si� szeroko stosowan� w dzie�
dzinie analizy konstrukcji mechanicznych metod� elementw sko�czonych�
Rozdzia	 �� zawiera przyk	ady problemw praktycznych� ktrych istot� jest
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�� PRZEDMOWA

samo formu	owanie zadania� a nie sposb jego rozwi�zania� Ta cz��� ksi��ki
jest przeznaczona dla in�ynierw mechanikw dotyczy problemw mechaniki
stosowanej� podstaw konstrukcji maszyn i budowy maszyn w	kienniczych�

Ca	o�� wyk	adu przedstawi	em� korzystaj�c z jednolitej notacji� co u	a�
twia zrozumienie tre�ci na pocz�tku ksi��ki zamie�ci	em wykaz najcz��ciej
u�ywanych oznacze�� Przy omawianiu algorytmw poda	em niezb�dne pod�
stawy teoretyczne oraz przyk	ady liczbowe� u	atwiaj�ce prze�ledzenie ich
toku�

Poniewa� ksi��ka jest adresowana przede wszystkim do in�ynierw i stu�
dentw politechnik� najobszerniej potraktowa	em zagadnienia dotycz�ce
programowania wypuk	ego� W praktyce in�ynierskiej zazwyczaj znane s�
warto�ci pocz�tkowe zmiennych decyzyjnych �podobna konstrukcja ju� ist�
nieje�� poszukuje si� natomiast poprawionych warto�ci zmiennych� dla kt�
rych� w �wietle przyj�tego kryterium� nowa konstrukcja b�dzie najlepsza
z mo�liwych� Z tych samych powodw nie przedstawi	em komputerowych
implementacji algorytmw w konkretnych j�zykach programowania� Mo�na
je znale!� w specjalistycznej literaturze� s� dost�pne w Internecie� a co naj�
wa�niejsze � stanowi� coraz cz��ciej element komercyjnego oprogramowania
in�ynierskiego CAD"CAE�

Niniejsza ksi��ka� zgodnie z moj� intencj�� powinna by� przydatna stu�
dentom i in�ynierom korzystaj�cym z metod optymalizacji w rozwi�zywaniu
problemw technicznych�

Pragn� podzi�kowa� Panu Profesorowi Jerzemu Wrblowi za cenne
uwagi oraz propozycje zmian i uzupe	nie� dzi�ki nim ulepszy	em pierwotny
tekst ksi��ki� Dzi�kuj� rwnie� Panu Profesorowi Kazimierzowi Nikodemowi
i Panu Doktorowi Piotrowi Danielczykowi� ktrzy byli pierwszymi Czytel�
nikami maszynopisu ich cenne uwagi przyczyni	y si� do ostatecznej postaci
niniejszej ksi��ki� Panu Profesorowi Eugeniuszowi Rusi�skiemu dzi�kuj� za
uwagi i wskazwki dotycz�ce redakcji tekstu�

Bielsko�Bia�a� grudzie� �		
 Jacek Stadnicki
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Wst�p

Zadaniem in�yniera jest tworzenie nowych maszyn� urz�dze�� technologii czy
systemw� ktre powinny zaspokaja� potrzeby przysz	ych u�ytkownikw�
Projektowanie rozumiane jako proces tworzenia wymaga podejmowania de�
cyzji o wyborze najlepszych wariantw rozwi�za� sk	adaj�cych si� na pro�
jekt� Najlepszy wariant to najcz��ciej taki� ktry przy ograniczonych mo�li�
wo�ciach umo�liwia osi�gni�cie maksimum korzy�ci lub zapewnia realizacj�
projektu przy minimum nak	adw� Decyzj� o wyborze rozwi�zania podej�
muje si� z wykorzystaniem wiedzy� do�wiadczenia i intuicji� lecz cz�sto przy
u�yciu metody prb i b	�dw� Wsp	czesne projekty s� coraz bardziej z	o�
�one� d��y si� do skrcenia czasu ich opracowywania i ��da przy tym coraz
lepszych efektw w stosunku do poniesionych nak	adw� Margines b	�du� jaki
pozostawia si� in�ynierowi�projektantowi� staje si� coraz mniejszy i dlatego
coraz cz��ciej decyzje podejmuje si� na podstawie rozwi�zania odpowiednio
sformu	owanego i zapisanego w sposb sformalizowany zadania� Tym proble�
mom jest po�wi�cona ga	�! wiedzy in�ynierskiej zwana teori� projektowania�
W ramach tej teorii wyboru rozwi�zania dokonuje si�� korzystaj�c z teorii
i metod post�powania zwanych optymalizacj�� Je�eli efekt� jaki ma by� uzy�
skany dzi�ki projektowi� da si� wyrazi� ilo�ciowo �zde#niowa� funkcj� celu �
kryterium oceny�� a przy tym b�dzie on zale�e� od warto�ci pewnej liczby
wielko�ci �zmiennych decyzyjnych�� ktre mog� przyjmowa� warto�ci w gra�
nicach wyznaczaj�cych zbir mo�liwych rozwi�za� �zbir dopuszczalny�� to
zadanie polega na znalezieniu takich warto�ci zmiennych decyzyjnych� dla
ktrych funkcja celu osi�ga minimum lub maksimum w zbiorze dopuszczal�
nym� Zadanie sformu	owane w taki sposb jest zadaniem optymalizacji� go�
towym do rozwi�zywania� Rozwi�zanie mo�na potraktowa� jako optymalny
wariant projektu�

� W literaturze dotycz�cej przedmiotu okre
lenia zadanie optymalizacji i zadanie pro�
gramowania s� u�ywane zamiennie� Okre
lenie zadanie programowania ma swoj� histo�
ryczn� przyczyn	� Jedne z pierwszych zastosowa� program�w komputerowych dotyczy�y
rozwi�zywania zada� optymalizacji�
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�� WST�P

Przy rozwi�zywaniu praktycznych problem�w umiej�tno�� poprawnego
sformu�owania zadania optymalizacji jest r�wnie wa�na� jak umiej�tno�� wy	
boru odpowiedniego algorytmu rozwi�zywania zadania
 Dlatego w ksi��ce
om�wiono kilka przyk�ad�w praktycznych zada� optymalizacji ze zwr�ce	
niem uwagi na formu�owanie zadania
 In�ynierskie zadania optymalizacji
w projektowaniu maszyn najcz��ciej wymagaj� indywidualnego potrakto	
wania� tak jak indywidualny �tw�rczy jest proces projektowania
 Dlatego
trudno jest poda� og�lny schemat post�powania przy formu�owaniu tych za	
da�� kt�ry w ka�dym przypadku prowadzi�by do oczekiwanych wynik�w

Mo�na jedynie wymieni� trzy etapy wyst�puj�ce najcz��ciej przy formu�o	
waniu in�ynierskich zada� optymalizacji


Etap �
 Zbudowanie matematycznego modelu konstrukcji z wyspecy�kowa	
niem zbioru cech� kt�re mog� przyjmowa� r��ne warto�ci i by� trak	
towane w zadaniu jako zmienne decyzyjne
 Zmiennymi decyzyjnymi s�
najcz��ciej� wymiary konstrukcji� sztywno�ci element�w� wielko�ci cha	
rakterystyczne �np
 liczby z�b�w k��� modu�y� prze�o�enia przek�adni�
liczby zwoj�w spr��yn� liczby takich samych element�w w zespole� wiel	
ko�ci wyra�ane za pomoc� charakterystyk � przebieg�w w funkcji innych
wielko�ci �np
 drogi� pr�dko�ci� przyspieszenia� si�y lub momenty nap�	
dowe� wielko�ci de�niuj�ce kszta�t projektowanej cz��ci �np
 wsp��	
czynniki funkcji opisuj�cych zarys cz��ci itp


Etap �
 Przyj�cie ogranicze� zadania okre�laj�cych granice zmienno�ci
zmiennych decyzyjnych
 Ograniczeniami w zadaniu s� najcz��ciej� do	
puszczalne napr��enia� dopuszczalne odkszta�cenia lub przemieszcze	
nia� cz�sto�ci drga� w�asnych� si�y lub momenty krytyczne wynikaj�ce
z warunk�w utraty stateczno�ci� graniczne warto�ci �np
 przekroj�w po	
przecznych produkowanych pro�li� normalne lub zalecane modu�y z�	
b�w� prze�o�enia przek�adni� wielko�ci charakterystyczne typoszeregu
itp


Etap �
 Przyj�cie funkcji celu �jednej lub kilku� kt�ra b�dzie kryterium
oceny wariant�w konstrukcji� nale��cych do zbioru dopuszczalnego i po	
s�u�y do wyboru najlepszego wariantu z uwagi na przyj�te kryterium

Funkcjami celu s� najcz��ciej� masa lub obj�to�� konstrukcji� koszt lub
pracoch�onno�� wykonania� odchylenie charakterystycznej wielko�ci od
wielko�ci po��danej� napr��enia lub odkszta�cenia itp


Szersze om�wienie tej problematyki mo�na znale�� m
in
 w ����� ����� ����

Istnieje wiele rodzaj�w zada� optymalizacji
 Zale�nie od tego� kt�r�

z cech danego zadania przyjmuje si� za odr��niaj�c� je od innych� mo�na
poda� r��ne sposoby klasy�kowania zada�
 Na przyk�ad z uwagi na�

wyst�powanie ogranicze� w zadaniu� rozwa�a si� tu
� zadanie z ograniczeniami� w kt�rym zmienne decyzyjne musz� przyj	
mowa� warto�ci nale��ce do zbioru dopuszczalnego�

� zadanie bez ogranicze�� w kt�rym zmienne decyzyjne mog� przyjmo	
wa� dowolne warto�ci�
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�� WST�P

R��nice mi�dzy rodzajami zada� optymalizacji powoduj�� i� nie ma
jednej efektywnej metody rozwi�zywania ich wszystkich
 Poszczeg�lne typy
zada� rozwi�zuje si� za pomoc� wyspecjalizowanych odpowiednich metod
�algorytm�w
 Dlatego tak wa�ne jest poznanie r��nych algorytm�w� aby
odpowiedni z nich zastosowa� do typu konkretnego zadania


Podstawy teoretyczne metod analitycznych poszukiwania minimum
funkcji zosta�y podane przez Bernoulliego� Eulera� Lagrange�a i Weierstrassa

Jednak z�o�ono�� zada� optymalizacji rozwi�zywanych w praktyce sprawia�
i� u�yteczno�� metod analitycznych jest niewielka
 Dalszy post�p w rozwoju
metod optymalizacji doprowadzi� w ���� r
 do opracowania przez Dantziga
algorytmu sympleks dla zadania programowania liniowego� w ���� r
 do sfor	
mu�owania przez Kuhna i Tuckera warunk�w koniecznych i wystarczaj�cych
istnienia ekstremum warunkowego funkcji oraz w ���� r
 � do podania przez
Bellmana tzw
 zasady optymalno�ci dla programowania dynamicznego
 Jed	
nak dopiero rozpowszechnienie i rozw�j sprz�tu komputerowego w ostatnich
dziesi�cioleciach przyczyni� si� do powstania efektywnych numerycznych al	
gorytm�w optymalizacji
 W rezultacie opracowano wiele skutecznych progra	
m�w komputerowych� kt�re uzupe�ni�y narz�dzia wykorzystywane wcze�niej
w projektowaniu przez in�ynier�w
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